SOLUCIONARI

ACTIVITATS

Donats els vectors segiients, calcula:

001

1> 42,3 D>

13 1> 13 13
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002

003

004

005

U
w

Demostra que I'oposat de qualsevol vector coincideix amb el vector multiplicat
per —1.
Op(V)=—1.Vv

Dedueix que 'oposat de l'oposat d’un vector és el mateix vector: Op (Op (U)) = U

—

—1.Vv=-—v=0p(V) Op(Op(u) =Op(—u)=—(—u)=1u

Comprova les igualtats segiients:
a) Op(Uu—Vv)=v—u

—

b) Op (U +Op (U +Op (U +O0p (U —V)))) = =V

Es cert que si tres vectors sén linealment independents, dos a dos, aleshores
son linealment independents si els considerem els tres alhora?

No necessariament, perqué si son linealment independents dos a dos tenen
direccions diferents, pero la combinacié lineal d'un parell d'aquests vectors pot
donar com a resultat el tercer, de manera que siguin linealment dependents.

Comprova si els vectors 'expressié dels quals respecte de la base {u;, U, Us}
és5(1,0,2),(2,0,1)i(1,0,5), sén base de I'espai.

Els vectors formen una base si existeixen tres valors \;, X, i A\; de manera que:

N(1,0,2)+X(2,0,1)+X3(1,0,5)=(0,0,0)

>\1 Jr 2>\2 Jr >\3 = O
0 = 0} — Sistema compatible indeterminat
2>\1+>\2 +5>\3 :O

Els vectors no son linealment independents i no formen una base.
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006 | Calcula les coordenades i el modul d'aquests vectors:

|
C=(=1,3,1—(1,1,0)=(=2,2,1)

[Cl=(=2) +22 +7 =3

007 | Donada la igualtat de vectors seglient:
(1,2,3)+33,2,1)=(4,4,4)
comprova aquesta desigualtat dels seus moduls:
(1,2, 3)1+1(3, 2, 0)| > |(4, 4, 4)|

0,23 =P+ 2 +3 =14

3,2,0) =3 +22 402 =13

(4, 4,4) =42 + 47 + 42 =43

(1,2, 3) + 1(3,2,0)| =14 +13 > 43 = |(4, 4, 4)|

008 | Demostra que per a tot nombre real \:
|(>\' a, >\ * bl >\' C)| = |>\| * |(al bl C)|

-a, %, x- 0l = Ol + (6P +(h-c) =
=N (@ +b* +%) =N NP+ + =
=X[-I(a, b, o)l
009 | Efectua les operacions amb vectors seglients:

un=(0,1,1 u,=(1,0,1) u;=(1,1,0)
a) Uy +2u, + 30s b) Uy — U + Us

a) U420 +30;=(0,1,1)+201,0,1)43(1,1,0)= (5, 4, 3)
b) th—wm+us =(0,1, 1)=(1,0,)+(1,1,0)=(0,2,0)
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010 | Troba dos vectors U i v que verifiquin que:
u—v=(00,1) u+v=(1,00
Quants vectors en l'espai verifiquen aquestes dues condicions?

— —

20=(U—V)+(U+V)=1(0,0,1)+(1,0,0)=(1,0,1)

20=(1,0,)>Uu= [% 0, l]

2v=(U+Vv)—(u—v)=(1,0,0)—(0,0,1) = (1,0, 1)

Els vectors Ui V'son Unics.

011 | Determina el nombre maxim de vectors independents i escull vectors
que ho siguin.

7|:(1I_110) T72:(0111_1) 0)3:(3101_3) 0)4:(11111)

1T -1 =0
-1 -0
0 -1 -1
0 =1 —1|=3=0->rang =3
3 -0 -3
—4—1
T —4—1

Hi ha tres vectors linealment independents.

vi=(1,—1,0), V5 = (0,1, =1)iva =(1,1,1) sén vectors linealment
independents.

012 | Comprova si aquestes col-lecions de vectors sén base de I'espai o no.
a) 7|:(21_110)IV)2:(211IO)IV)3:(21011)
b) Vj:(31_711)10)2:(_11410)iv)3:(51_1012)

2 =10 2 -1 0
a) |2 =1 0|=4=0->rmng|2 =1 0(=3
2 =0 1 2 =0 1

Els vectors formen una base.

-3 =7 1
by [-1 —4 0|=0
-5 —10 2
-3 =7 1
3 =5=0—>rang| -1 —4 0|=2
o ~5 —10 2

Els vectors no formen una base.
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013 | Troba un punt C en el segment AB, determinat pels punts A(—3, 0, 1) i B(0, 6, 5),
de manera que AC sigui la meitat que CB.

SiC(q, ¢, c3)llavors: AC = (43,6, —1)i (B = (—¢, 6—0, 5—¢3)

— 1T = 1
SlACZE B—)(Q+3,C2,C3*1>:E‘(7C1,67C2,57C3)
G+3=——q o =-2
1 = =2 7
Go=—(6-—0)f—> © —>C[2, 2,—]
2 7 3
1 =3
Cg*]Z—(S*Cﬂ 3
2

014 | Troba un punt D, perqué el poligon ABCD sigui un paral-lelogram.
A(0,0,0) B(2,—1,3) a-1,2,1)

Resposta oberta.
Per exemple:
Si considerem els vectors AB i AC, el punt D que busquem és:
D=B+AC=C+AB
AB=(2,—1,3) AC=(=1,2,1)
D=B+AC=(2,—1,3)+(=1,21)=(,1,4

015 | Calcula I'equacié vectorial de la recta que passa pel punt i té el vector director
indicat:

a) AR, —1,—1)iv=(=2 —4,4) b) A(1,1,1)iV = (-2 —2, —2)
a) OP=0A+1V—o(x,y, 2)=(2,—1,~1)+1(-2,—4,4)
b) OP=0A+tV—(x y,z)=(1,11)+t(—2,—2,-2)

016 | Troba les equacions paramétriques de la recta, si saps que un punti un vector
director son:

a) A(3,0,—7)iv=(=10,26) b) A(0,0,0)iv=(1,0,0)
x =3—10t x=t
a) y=2t b) y=0
z=—7+6t z=0

017 | Calcula I'equacié continua de la recta que passa per cada parella de punts.

a) A(2,—1,—-1)iB(0,—5,3) b) A(1,1,1)iB(—1,—1,—1)
a) @:(72,74%_) X—2 _ y+1 _ z4+1

-2 —4 4

0) AB—(-2 -2 -2y Xt _y-1_2-1
o 2 2
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018 | Troba les equacions cartesianes de la recta que passa per cada parella de punts.
a) AB,0,—7)iB(—7,2,—1) b) A(0,0,0)iB(1,0,0)
Q) AB=(-1026) X3 _¥y_2z+7
—10 2 6
2x —6=—10y X+5y—3=0
- -
6x—18=—-10z—70 6x+10z4+52=0

—

b) AB(1,O,O)—>yO}
z=0

019 | Troba l'equacié vectorial del pla en cada cas.

a) A2, —1,—1),B(0,—5,3)iC(1,1,1) b) A(1,1,1),B(—1, —1, —1)iC(1,2,2)
a) AB=(-2,—4,4) AC=(-1,2,2)
OP = OA+NAB+pAC = (x, y, 2) = (2, =1, 1)+ \(=2, =4, 4) + u(—1,2,2)
b) AB=(—2,—2,—2) AC=(0,1,1)

OP = OA+NAB+wAC = (x, v, 2) = (1, 1, 1)+ N(=2, =2, =2) + (0, 1, 1)

020 | Troba les equacions parametriques del pla corresponent.
a) AB,0,—7),u=(—10,2,6)iv=1(0,3,10)
b) A(0,0,0),7=(1,0,0iV=(4,44)

x=3—10X X=X+ 4u
a) ™y =2XN+3p b) ™ y=4p
z=—7+6X+10p z=4p

021 | Troba I'equacié general del pla que passa pel punt P(—1, 0, 2) i conté la recta
d'equacio:
x—1 _ y—3 _ z44
1 —1 3
El pla esta definit per P(—1,0, 2), el vector director de larecta v, = (1, —1, 3)
i el vector AP,amb A(1,3,—4) € r.
AP=(=2,—-3,6)

r.

X+1 y—0 z-2
w1 —1 3 |=0->m3x—12y—-52+13=0
-2 -3 6

022 | Troba I'equacié general del pla que passa pels punts A(1, 1, —7), B(5, —2, 9)

i C(5, —4,0).
AB = (4, —3,16) AC = (4,—5,7)
x—=1 y—=1 z4+7
| 4 -3 16 |=0->m59x+36y—8z—151=0
4 -5 7
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023 | Calcula l'equacié general dels plans que contenen dos dels eixos de coordenades.

Xy z
EixXieixY: |1 0 0|=0—2z=0
010
Xy z
EixXieixZ (1 0 0|=0—>y=0
0 1
y z
EixYieixZ [0 1 0|=0—=x=0
0 0 1

024 | Determina la posicié d'aquestes rectes:
r: (XI yr Z):(OI_SI 3)+t(111r1)
x—3 'y _ z+2

s:

2 2 2
,{P(O,75,3)
=011
.{QB,O, 2)
v=(2,2,2)
PQ= (3,5 —5)
T 1 =]
[ 2 2 —2|=2
= ran =2 |=
rang 2> 9 9 g

3 5 =5
Les rectes son paral-leles.

025 | Determina les posicions relatives de les rectes seglients:
ri(x,y,z)=(2,2,2)+t(1,1,1)
s:(x,y,z)=(0,0,0)+¢(1,0,0)

PO=(-2,-2,-2)
1T 11

rang =2 rang | —+—0 —0|=2
100

Les rectes son secants.
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026 | Estudia la posicio relativa d’aquestes rectes:

r_—x+2y—z:0 s_x+y—z+2:0
" 2x+y—z=0 " x—2y+z=0
-1 =2 -
-1 2 -
—2—1 -1
—2 1 —1|=120 - rang =3
11 b
—F—2—1
-1 =2 =10 -1 =2 =10
21 10 —=2—1 -1 0
=0—= rang =3
—4—1 -1 2 —+—1 -1 2
—4—2 10 —+—2—1 0

Les rectes son secants.

027 | Estudia la posici6 relativa d’aquestes rectes:

r y—z—3:0}

"2x—z+1=0
S —y+z=0
"X—3y+z—1=0
-1 =1
-1 =1
2 =0 —1
2 =0 —1=3=0-—>rang =3
0 -1 -1
1T =3 -1
1T =3 -1
0 -1 —1 =3 0 -1 -1 =3
2 —H0—31—1 2 —H6—31—1
=9=0 —>rang =4
0 -1 —4+—0 0 -1 —4+—20
1T =3 =1 -1 1T =3 =1 -

Les rectes es creuen.

028 | Calcula la posicio relativa de larectai el pla:

X+y—z+2=0

: T X+z+1=0
—Xx+3y—z4+1=0

-1 1 = -1 1 =1 -1 1 =12
-1 3 -l|=6=0—>rang|—-1 3 —l|=rang|—-1 3 —1 1|=3
—+—0—1 —+——1 —+——1 1

Larectaiel pla es tallen en un punt.
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029 | Troba la posici6 relativa de la recta i el pla:

rr—=
2 —1

%—y—“—z—q 72X —5y+324+3=0

— 2x = 2 2x—y—2=
X_yw2_zo1 2=y L x—y-2=0
1

r—=
2 —1 —x=z-—1 X+z—1=0

2 -1 0 (2710 2 -1 0 =2

1 —H=H=0—rarg1+ 0 1|=rang|1 =0 1 —1|=3

2 =5 3‘ [2753 2 -5 3 =3

Larectaiel pla es tallen en un punt.

030 | Troba la posici6 relativa d'aquestes parelles de plans.
a) mi—x+2y—z=0
TyX—2y+z+1=0

b) mix—z+11=0
T —2y—2z4+11=0

-1 =2 -1
a) rang =1
——2—1
- —1 =2 —
1 O:f1¢0—>rang 0 =2
=1 ——1 1
Els plans sén paral-lels.
1 -6 (+—0 -1 1T -0 -1 1
b) =—-2=0—rang = rang =2
0 -2 0 -2 -1 0 -2 -1 N

Els plans sén secants.

031 | Estudia la posicio relativa dels plans.
a) w:—6x+5y—-3z4+2=0
TiX—y+2z=0
b) mi:x—2y—z+1=0
T —2x+4y —2z+3=0
a) -0 =517:0—)[6 - 3]rang[6 - 3 2]2
-1 =1 —4——1 —+—+—1 0
Els plans sén secants.

1 {1 -2 1 =2 =11
b) =—4=0 —rang = rang =2
-2 =2 -2 4 =2 -2 4 -2 3

Els plans sén secants.

231



232

Geometria en l'espai

032 | Escriu I'equacié vectorial d'un pla que sigui paral-lel al pla que passa
pels punts A(0, 1, 2), B(—1, 2,3) i C(2, —1, 4).

Quants plans hi ha que verifiquin aquesta condicié?

El pla que busquem té com a vectors directors AB=(—1,1,1)

i AC= (2, —2,2),ipot passar per qualsevol punt que no pertanyi al pla
que passa per A, Bi C.

El punt D(0, 0, 0) no pertany a aquest pla.

% y,2=1(0,00+XN=111)4+pn2 —22)

Hi ha infinits plans paral-lels al pla que passa per A, Bi C.

033 | Troba l'equacié del pla que passa per I'origen de coordenades i és paral-lel

alesrectes:
’ x—1 y—3 z+4 s X _y+1_z
1 —1 3 1 —1 3
A1,3,-4) B(0,—-1,0)
A3, 12 AB=(—1,—4,4
r{u:(1,—1,3) S{v:m,qj) ( )
X y z
1 =1 3|=0->m8x—7y—52=0
—1 —4 4

034 | Escriu l'equacio de tres plans en l'espai que es tallin a I'origen de coordenades.
Comprova que verifiquen la condicié de plans que es tallen en un punt.

T X — y+Z =0
Resposta oberta. Per exemple: t,: x +y —z =0
T3 X+y+z=0

1T =1 =1 1T -1 =10
rang|1 —1 —1{=rang|1 —1 —1 O |= 3 —= Secantsen un punt.
1T —4—1 1T —+—1 0

035 | Doéna l'equacio vectorial de tres plans diferents que continguin I'eix X, i comprova
que verifiquen la condicié de plans concorrents en una recta.

Resposta oberta. Per exemple:

T (X, Y, 2)=1(0,0,0)+X(1,0,0)+p(1,1,1) m:y—z=0
T (X, ¥, 2)=1(0,0,0)+X(1,0,0)+p(2, 1,1} —- ®:y+2z=0
w31 (X, ¥, 2)=1(0,0,0)4+X\(1,0,0)+p(1,-1,2) T3:2y+ z=0

L 0 1 —1 01 -10
‘1 1‘2:¢0—>rang 0 1 —1|=rang|0 1 =1 0|=2
B 0 2 —1 02 10

Els plans verifiquen la condicié de ser secants en una recta.
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036 | Determina la posici6 relativa d'aquests plans:
T:6x+3y—z=0
T:3x—2y+z—3=0
T2y —z+1=0

6 —3 —1 6 —3 —1 6 3—+—0
—2 —l|=3=0->rang|3 -2 —l|=rang|3 -2 —1 —3|=3
0 =2 —1 0 =2 —1 0 =2—31—1

Els plans es tallen en un punt.

037 | Estudia la posicio relativa dels plans:
T:x—2z+2=0
Ti2X+2y+324+3=0
T3:3x+ 8 +7z+1=0

10 —1 10 —1 10 =1 2
2 2 3|=—-20=0->rang|2 2 —3|=rang|2 2 -3 3|=3
38 —7 38 =7 38 =71

Els plans es tallen en un punt.

038 | Donats els vectors U= (3,5, 1)i v = (6, —4, —2), efectua les operacions segiients.

a) 2u +3v

b) 50 —4v

Q) —u+2v

d —2u—Vv
a) 2U+3v=1(6,10,2)+ (18, —12, —6) = (24, —2, —4)
b) 50— 4v=(15,255)— (24,16, —8) = (-9, 41,13)
Q —U+2v=(-3-5-1)+(12,-8,—4)=(9,—13,-5)
d —20-Vv=(-6,-10,-2)—(6,—4,-2)=(—-12,-6,0)

039 | Troba dos vectors U i vV que verifiquin simultaniament les condicions segtients:
2U4+v=(—3,4—-1)
3U —2v=(—8,13,—-19)

20+ V=(-3, 4, - N|—> 4U+2V=(-6 8-2)
302V =1(-8,13, —19) 30—2v =(-8,13,-19)
van =(—14,21,-21) = U0=(-2,3,-3)
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040 | Calcula min perqué es verifiqui que ma + nb=_c,
enquéd=(2,10,—4),b=(—1,3,—2)ic=(11,15 —2).

2m—n=11
m(2,10, —4)+n(—1,3,—2)=(11,15,-2) - 10m+3n=15
—4Am—-2n=-2

Resolem les dues primeres equacions:

om=3n=331 _ iem_s8sm=35n=-5
10m+3n=15

Comprovem que es verifica I'Ultima equacié:
—4.3-2.(-5=-2
La solucié és valida:m=3in=—5.

041 | Troba un vector t que verifiqui que 20 — 3V =21 — W,
enquéu=(8, —1,3),v=(2,0 —6)iw=(—6,2, 4).

20—-3V+w=(16,-2,6)—(6,0,—18)+ (-6, 2, 4) = (4,0, 28)
(2,0,14)

2

T=
T=

042 | Els componentsde U, Vv iw en una base determinada de V; son:
D):(ZIOI_‘I) 7:(_3111 2) W:(4l _21 7)

Troba, en aquesta mateixa base, els components del vector:

1
20— V+—w
3

- - —- 1 2
2TV + 1 =(4,0,-2)— (=3,1,2) + (4, ~2,7) = —5,5,3]
3 3 3 3 3
043 | Expressa, en cada cas, el vector w com a combinacio lineal
deu=(—23,-3)iv=(1,—-2,5).
a) w=(—9,14, —17)
b) w=(10, —16,22)
) w=(—1,1,-1)
a) (=9, 14, —-17)=a(-2,3,-3)+b(1,-2,5)
—2a+b=-9
30— 2b=14 —>720+22:71i - -a=-4-s5a=4->b=-1
—3a+5b=-17 amav==

Comprovem a I'tltima equacio: —3 - 4 + 5 - (—1) = —17
Aixi doncs:w=40— Vv
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b) (10, 16, 22) =a(-2,3,-3)+b(1,—2,5)

b= b0
3a-2b= 16l "9TO=" }—>a4—>a4_>b2

—2b=-16
—3a+5b=2 3a=2b
Comprovem a l'Ultima equacié: —3 - (—4) +5-2=22
Aixi doncs:w = —4u 4 2V

o (=11, -1)=a(=2,3,-3)4+b(1,-2,5)

—2a+b=-1 4 b= —2

3a—2b=1 %30+2b1}—>a1—>a1—>b1
—3a+5b=—1 amv==
Comprovem a l'Ultima equacid: =3 - 1+5-1=2= —1

Aixi doncs, w no es pot expressar com a combinacié lineal de Ui v,

044 | Determina k perque els tres vectors siguin linealment dependents.

u=(3,-20) v={(1,311) w=(2,4,k
Siels tres vectors son linealment dependents:
3 -2 0 3 -2 0
rang| 1 —3 11|<3—>|1 =3 11|=0—>11k—-176=0—>k=16
2 —4 k 2 —4 k

045 | Demostra que no es poden trobar g, b i ¢, diferents de zero, de manera
queau +bv +cw=0,enqué u=(—2,0,4),v=(—1,-3,9)
iw=(3,1,7).

a(—=2,0,4)+b(—1,-3,9)+¢c(3,1,7)=(0,0,0)
—2a—-b+3c=0 -2 —13
—3b+c=0;—>|-0 =3 1|=92=0
4a+9b+7c=0 49 7
El sistema és compatible determinat. Com que és un sistema homogeni, I'Uinica

solucivo éssa=b=c=0

046 | Demostra que els tres vectors sén coplanaris.

u=(9,4,1) v=(-3,3-7) w=(2,—2,6)
94
—3 =3 —7|=5=0
s S S

Els vectors sén coplanaris perquée sén linealment dependents.
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047 | Decideix si els trios de vectors seglients son bases de 'espai.

a) U=(52—1) V=(4,0-2) w=(3,4,2)
b) U=(5 —23) V=(—2472) w=(—1,10,9)
¢ u=(230 v=(0,-1,3) w=(—1,-1,-1)
d) U=(=21,0 v=(2,23) w=(4,3,3)
5 2 —1
a) [4 0 —2|=-4=0
3 4 2

Formen una base perque son linealment independents.

-5 -2 3
b) [-2 —4 2|=0
-1 10 9

No formen una base perque sén linealment dependents.

—=—3 =0

Formen una base perque son linealment independents.

210
d -2 2 3|=12=0
4 3 3

Formen una base perque son linealment independents.

048 | Quin valor ha de tenir p perqué el vector U = (4, p, 6) estigui al mateix pla
quev=(2 —1,5) iw=(-53,—13)?

Perqué el vector U estigui al mateix pla que V iw, cal que els tres vectors siguin
coplanaris; per tant, han de ser linealment dependents.

—4—p— 06
—2—3+—5|=0-2p—-2=0—>p=2
-5 3 13

049 | Quina relacié han de complir ai b perqué els tres vectors siguin coplanaris?
u=(a,20b) v=(3,q,5) w=(1,—b,—1)
Els vectors sén coplanaris si son linealment dependents.

a 2 b
3 a 5|=0->—-0a’>+4ab—3b>+16=0
1 —b —1
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050 | Digues si I'afirmacié seglient és certa o falsa, i justifica la resposta
amb un exemple il-lustratiu:
Si tres vectors U, V i w s6n linealment independents, aleshores també ho son
elsvectors:U + Vv, U — ViU —V +w.

L'afirmacio és certa. Si tres vectors son linealment independents, el determinant
que formen les seves coordenades és diferent de 0.

Per les propietats dels determinants, si fem combinacions lineals de les files,

el valor del determinant no varia, és a dir, també és diferent de 0.

Resposta oberta. Per exemple:

u=1(2,1,3) 2 13
V=(1,2,) =1 2 1]=—-2=0—56nlinealment independents.
w=(1,0,1 1 0 1

T+v=(33,4) -3 4

u-v= - —1 2|=4=0— Sonlinealment
U:VJFWZ 2,-13) 13 independents.

051 | Considera els vectors: U =(1,1,m) v=(0,m, —1) w=(1,2m,0)
a) Determina el valor de m perqué els vectors u, v i w siguin linealment
dependents.
b) Per al valor de m obtingut en I'apartat anterior, expressa el vector w
com a combinacio lineal dels vectors Ui V.

1 1 m
a0 m —1=0--m4+2m—1=0—-m=1
1 2m O
a=1
b) (1,2,0)=all,1,)+b(0,1,-)=>a+b=2{sb=1>W=U0+V
a—b=0

052 | Troba un punt Cen el segment AB, si saps que A(—1, 4, 3)i B(2, 10, —6),
de manera que AC sigui la meitat que CB.

SiC(q, ¢, c3), aleshores:

_C:%~C_B—>(q +1,.6 74,C373>:%‘<27C1, 10—c —6—05)
1
G Jr]:]*—Q
21 =0
—>c274:573c2 =10 =6—-C(060)
1 C3 =0
3 —3=-3——¢
2
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053 | Determina els quatre punts que divideixen el segment d’extrems A(2, —6, 3)
iB(12, —1, 8) en cinc parts iguals.

O
OC=O0A+AC= o73+%A73 = (2, -6, 3)+%<1o, 5,5)= (4, -5 4) = C(4, -5, 4)
OD = OA + AD = o7\+%A73: 2, -6, 3>+%<1o, 5,5) = (6, —4,5) — D6, —4,5)
3

OF = OA+ AE = O7\+%A_§:(2,76, 3)+ 2(10,5,5) = (8, —3,6) — E(8, —3,6)

OF = OA + AF = OA +%A—§ —(2, -6, 3)+%<10, 5,5)= (10, -2, 7) — F(10, —2, 7)

054 | Comprova si els seglients punts en I'espai estan alineats.

a) A(3,3,-5),B(4, —6,1)iC(2,—4,5) b) A(—4,1,2),B(0,6,1)iC(—12,—9,4)
a) AB=(1,-9,6) AC=(~1,-7,10)
Els vectors no son proporcionals; per tant, els punts no estan alineats.
b) AB= (4,5, —1) AC=(-8-10,2)

Els vectors sén proporcionals; per tant, els punts estan alineats.
055 | Troba els valors de a i b que fan que els tres punts estiguin alineats: P(2, —1, a),
Q(5,1,6)iR(b, —5,9).
Els punts estan alineats si els vectors sén proporcionals.
PO=(3,2,6a) 3 2 6-a [a=7

— - —_— = —
PR=(b—-2,-4,9—qa) b-2 -4 9-a b=—4

056 | Tres vertexs consecutius d'un paral-lelogram sén A(3, 1, 0), B(4, 5, 2) i C(4, 7, —2).
a) Troba el quart vertex del paral-lelogram. b) Calcula'n el perimetre.

a) Considerem D (d,, d,, ds) el vértex que busquem.
AB=(1,4,2)
Aleshores: CD = (d, —4, d, —7 d3 +2)= (1,4, 2) = D(5,11,0)

b) |A—[§| :\e12+42+22 —J21
AC=(1,6,—-2)

BC| = 1 + 62+ (—2)2 =41

El perimetre del paral-lelogram és: 2N21 + 24
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SOLUCIONARI

Decideix si els seglients grups de punts estan en el mateix pla o no.
a) A0, 1,2),B(2,2,1),C(1,0,5)iD(1,3,-2)
b) A(Ol 01 _1)1 8(11 01 _2)1 C(OI 11 _2) iD(4I 11 5)

a) AB=(,1,-1) AC=(1,-1,3) AD=(1,2, —4)
10 —1
0 1 —1=11— Elspuntssoén coplanaris.
4 1 -6

b) AB=(1,0, 1) AC=(0,1,-1) AD = (4,1,6)

—1| = 11— Els punts no sén coplanaris.

Quines condicions han de complir g, b i c perqué els punts P(3, 5, —7), Q(4, a, —3)
i R(b, —7, c) estiguin alineats?

Si P, Qi R estan alineats, aleshores PQ i PR son linealment dependents, és a dir,
son proporcionals.

—

PQ=(,a-54) 1 a—>5 4 (a—5)(b—3)=-12
= -

—~ -
PR=(b—3,—-12,c+7) b—3 —12 c+7 (a—=5)c+7)=—48

Troba l'equacié de la recta que passa pels punts A(3, —1, 4) i B(—4, 3, 2).

XxX=3—7t
AB=(—7,4,—2) ry=—1+4t
zZ=4-=2t

Determina una recta paral-lela a I'eix Y que passi pel punt (4, —2, 3).

Com que és parallel al'eix Y, un vector director de la recta és (0, 1, 0).

x=4
ry=-—2+t¢t
z=73
X==24+AX
El punt (—1,2,7) pertanyalarectar: y =3 —X ?En cas negatiy, troba l'equacié
z=2+43X

en forma paramétrica de la recta paral-lela a r que passa per aquest punt.

—I==2+X=>x=1

2=3-Xx->x=1

7=2+3XN—= XN= 1= El punt no pertany a la recta.
X ==1+X

ry=2-—=x
z=743X
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062 | Expressa en forma continua l'equacio de la recta que passa pel punt (—5, —4, 0)
i és paral-lela a la recta r, les equacions parameétriques de la qual son:

X=1—2X
r:y =3
Z=—2+NX
a) Elpunt (1, —13, —3) és en aquesta recta? b) lelpunt (=3, =7, —2)?
pXES _y+d z
2 3 1
2 1+5 _ —13+4 3 g punt pertany a la recta.
) 3 1
o) 73;5 _ 77:4 ifTZ—)H punt no pertany a la recta.

063 | Considera els punts A(—3,2,9),B(1,0, —7) i C(0, 4, —3):
a) Troba l'equacié de la recta que passa per Ai B.
b) Elstres punts estan alineats?

a) AB=(4,—2,—16)

x =144t
ry=-=2t
z=—7—16t

1
0=1+4t—>t=——
b) Al Cno pertany a la recta que passa per A i per B.
4= Dt >t=— — Els punts no estan alineats.
4

064 | Calcula el valor que ha de tenir m perque les rectes segiients es tallin en un punt.

x=1
r:x—m:y+10:z+3 Sy =64 4N
- 4 0 z=—1+2X
B P(m,—10,—3) . Q(1,6,—1)
|V=1(-1,4,0) lu=1(0,4,2)
-1 4 -1 4 0
:74¢O—>rang( =
6—4 —0 4 2
PO =(1—m,16,2)
—1 4 0
Lesrecteses tallensi rang| —0 4 2|=2
1—m 16 2
—1 4 0
=0 4 2|=0=>-8m+32=0->m=4
1—-m 16 2
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065 | Expressa en la forma indicada I'equacio de les rectes les equacions implicites
de les quals sén:

r_x—3y+4z:2

: en forma paramétrica
3x —y+2z=4

b) s: 2x+¥—2=11 o forma continua
X+3y+2z=0
5
X=——1
4
) X =2-+3y 4z—>X73y+4Z:2 - 1
a) x = _
8y —10z=—2 y:77+5r
7z =4t
== 3 1
2X+y—z=1 - 5+t XﬁE y+§ z
=1-2 o 1 - = =
b) y X+Z%5X+523}—>ygt 1 — ;
z=t

066 | Passa a forma implicita I'equacio de la recta:

- x+3 _y—2 z+1
) —1 3

X —1 y—1 z—2 X—1=-=3y+3 X+3y—4=0
- -
-3 1 2 2X—2=-32+6 2x+3z2—-8=0

067 | Calculal'equacié cartesiana de la recta I'expressio paramétrica de la qual

x=1-3a
ésrry=1+o
z=2+20

Existeix algun valor de v tal que el punt (v, v, v) pertanyi a la recta?
Raona la resposta.

x—1 y—=1 z-2 X—1=-3y+3 x+3y—4=0
= =
-3 1 2 2x—2=-37+6 2x+3z-8=0

X+3y—4=0| pyvyy V+3Iv—-—4=0—>v=1
r: —
2x+3z—8=0 2+3-8=0

Cap punt (v, v, v) verifica les dues equacions; per tant, no existeix un valor de v
tal que P(v,v, v) € .
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., X+y—z=0
068 | Calcula l'equacio de la recta paral-lela a la recta: r: y

}que passsa
pel punt (0, 1, 0). 2x—y+z=1

X = —
3 x=0
Z=Xx+y 1 ) fe oy —
r3X,1 } r.y Ly Larecta parallelaéss:y =1+t
3 z=t
z=t
069 | Siguir la recta definida per x—2 :y—_kzi i s la recta definida per
1 2 3

x+2 _y—-1_z-3 .Troba k si saps que les rectes ri s es tallen en un punt.
1

3 2 —
P(2,k,0) Q(-2,1,3) Yo
HE = P —4,1—k3
r{v:(1,2,3) {u: —3,-2,-1) 0= )
—4—2
4 =0 —rang
—+—2 =3
-3 -2 -1 :O—>8k712:09k:§
—4 1—k -3

070 | Determina l'equaci6 de la recta que passa pel punt P(—2, —1, —4) i recolza
en les rectes seglients:

x=4+t 2x—y+2z4+4=0
ry =i+t :x+3y—22—3:0}
z=2+t

Calculem l'equacio del pla que conté el punt Pilarecta r:

Q41,20 er PQ=1(626) V=01,1,1)

x+2 y+1 z+4

w| 6 2 6 |=—-4x4+4248=0->mx—2—-2=0

1 1 1

Calculem l'equacio del pla que conté el punt Pila recta s:
5 4 X =—1—t

G2XTyrzEA=01 g R-1,0,—2)es  PR=(1,1,2)
—7y+5z4+10=0

— _247¢t| V=157
X+2 y+1 z+4

g 1 1 2 |=-3x—-9y+4+624+9=0—>0:x+3y—2z—-3=0
—1 5 7
. x—z—2=0
La recta que busquem és m:
X+3y—2z-3=0
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071 | Considera Ai B els punts de l'espai de coordenades A(0, 1, 2), B(1, 2, 3). Troba I'equacid
paramétrica de la recta que passa per aquests punts.
Existeixen valors de ri s per als quals el punt C de coordenades C(3,r +s,r — s)
pertanyi a la recta que has calculat abans? En cas afirmatiu, calcula els valors deris.
En cas negatiu, raona la resposta.

—

AB=(1,1,1)
X=t 3=t r:g
r+s=+4 2
m:y =1+t r+s=1+t = 5}—) :
z=2+t r—s=2+t| T°7 s=—

072 | Troba l'equacid continua de la recta que passa pel punt P(1, 0, 0) i talla les rectes:

X —=2 y—1 z r_x+2y+z—1:0}

n: = =— oH
1 —1 2 2x—y—z—3=0

Calculem l'equacio del pla que conté el punt Pila recta r;:

0@, 1,00, PO = (1,1,0) T=01,-1,2
x—1 vy z

T 1 1 0|=2x—-2y—-22-2=0—>Tix—y—2z—1=0
1 -1 2

Calculem l'equacio del pla que conté el punt Pila recta ry:

X =t
ﬁz;“zy“1o}wz;y43r RO4-7en  PR=(=1,4-7)
3x+y—4=0 72— _7.45¢ V,—=(1,-3,5)
x—1 vy z
T -1 4 —Tl=—x-2y—zZ+1=0->Tx+2y+z-1=0
1 -3 5
1=0 =t 2 3
Larectaéss: 12y+z10}—>5:y22t e X _Yme ZH
Xheytami= 7= 313t =2 3
073 ProvaquelesequacionsX_y—’_z_“:0 jX=3_y+1_ z
3x +5z2—9=0 5 2 -3
representen la mateixa recta.
4-0 x =3+5t 3 e
pXTyTaTas Srny=-ti2tl s X2 YT 2
3x+52—-9=0 2 -3

z=—-3t

Les dues rectes tenen la mateixa equaci, representen la mateixa recta.
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074 | Considera Pi Q els punts de l'espai P(1, 2, 2) i Q(2, a, a). Troba el valor de a
perqué la recta que uneix P i Q passi per l'origen de coordenades.

Troba l'equacié de la recta com a interseccié de dos plans i en forma paramétrica.

Xx=1+t
PO=(,a—2,a—2) rry=2+(a—2)t
z=24+(a—-2)t

O0=1+t
=—1
Sila recta passa per l'origen de coordenades: 0 =2 4+ (a —2)t } = { : 4
0=2+(a—2)t a=

Aixi, doncs, I'equacio de la recta és:

— -2 — 2x—y =0
rry=2+2t >nX 1:yz :222—>r:2 Y 0
X—Z=

x=1+1 }

zZ=2+2t

075 | De totes les rectes que passen pel punt P(0, 2, —1), troba la que talla les rectes
d'equacions:
(lelz) — (11 11 2) + t(zl _11 0) (lelz) — (01 11 1) + s(_3l 11 2)

Considerem A(1 + 2t, 1 — t, 2) un punt de la primera recta, i B(—3s, 1 45, 1 + 25)
un punt de la segona.

Sila recta que busquem passa per A, Bi P, aleshores els punts estan alineats,
és a dir, AP i BP son proporcionals.

AP = (—1-2t,1+1, —3) N A S e o SO
BP = (3s,1—5s, =2 —25) 3s 1—s  —2-2s
(T4 2t)(2+ 25) =—9s 4t +11s 4+ 4st = =2

%
(T+t)2+2s)=3(1—75) 2t 455+ 2st =1

S 4t(14s) = —2— s > = 2115
4(1+3)
s = —1(no valida)
2+ 2411
—>f¥+5575~#:1—>52+55+4:0—> 7
2(1+5) 2(1+5s) 5:74—>t:73

Aixi, doncs, P(0, 2, —1) € riun vector director és BP= (12,5, —6).

X =12t
rry=2-5t
z=-—1-—6t
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076 | Troba l'equacié de la recta continguda al pla «: x + 2y + 6z — 2 =0 que talla

elseixos YiZ.

X+2y+6z-2=0
x=0
z=0

X+2y+6z-2=0
x=0
y=0

— A(0, 1,0) és el punt d'interseccié del pla amb l'eix Y.

1
—B10,0, 3| é el punt d'interseccié del pla amb l'eix Z.

Aixi, doncs, un vector director de la recta continguda en © que talla els eixos Yi Z

e’sAT%[o,1,l].
3

x=0

gy =1-t

z:lt
3

077 | Donats els punts A(—2, —4, —3) iB(2, 6,5),ilarecta r:

X—y+z=1
2x+y—3z=2 '

esbrina si existeix alguna recta tal que contingui els punts Ai Bi talli la recta r.

Raona la resposta.

Larecta que conté AiBés:

AB= (4,10, 8)

X =244t
s:y =6+410t
z=5+48t

Calculem un vector director der:

rxfy+z:1
" 3x—2z=2

PO, =2, -1 er

X =2t

—Sry=-2+5tf = V,=(2,573)

z=—143t

AP=1(2,2,2)

Estudiem les posicions relatives deris.

4 10 8
2 53

rang [

4 10 8

2 5 3|=-12=0—>rang| 2

2 2 2

4 10 8
5 3|=3
2 2 2

Les rectes no es tallen, es creuen.
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078 | Troba les equacions parametriques del pla que passa pels punts P(3, —1, 5), Q(1, 2, 3)

iR(9, —2, —2).
PO =(-2,3,—2) PR=(6,—1,—7)
X=3—2X+6}
Ty =—14+3x—}
Z=5-2N—7p

079 | Troba l'equacid implicita del pla que passa pels punts P(4, 3, 1), Q(6, 2, —3)

iR(2,4, —2).
PO =02, —1,—4) PR = (—2,1,—3)
Xx—4 y—3 z-1
| 2 1 4 |=7x+14y-70=0-mx+2y—10=0
2 1T -3

080 | Troba les equacions parametriques del pla paral-lel a les rectes

X=2—X
g X Y =3 _ZHhT ey —3x que passa pel punt P(8, 9, 1).
-2 - 2 z=—-1-3X\

Els vectors directors de les rectes sén els vectors directors del pla.

X=8—=-2Xx—p
TYy=9—X+3p
Z=142X—-3p

081 | Escriu en forma paramétrica les equacions del pla2x —y + 4z=7.

X=X\
Ty =—7+ 2N+ 4p
Z=p

082 | Escriu en forma implicita I'equacié del pla:
X==T4+X+3p
y=34+2Xx—p
z=5+2p

Xx+1 y—=3 z-5
T 1 2 0 |=4x—-2y—7z2+45=0—>m:d4x—-2y—72z+45=0
3 —1 2
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083 | Escriu les equacions paramétriques dels plans cartesians (els plans que contenen dos
dels eixos cartesians).

X=X
Equacions parametriques del pla OXY: y = 1
z=0
X=X
Equacions parametriques del pla OXZ: y =0
Z=p
x=0
Equacions parametriques del pla OYZ: y = X
zZ=p

-1 _y+1 z-5

.z . X
084 | Determina l'equaci6 del pla que conté la recta r:

i passa pel punt A(4,0, —1). —1 3 2
P(1,—1,5 er AP=(-3,-1,6) V,=(-1,3,2)
Busquem un pla que passi per A(4, 0, —1) i que té com a vectors directors v,
i AP.
xX—4 y z4+1
7| =1 3 2 |=20x4+10z2—70=0->m:2x+2z—7=0

-3 -1 6

085 | Troba els punts en queé el pla &: 2x — 3y + 5z — 30 =0, talla els eixos coordenats.

2x =3y +5z2-30=0
y=0;y—=>x=15
z=0

Talla I'eix X en el punt P(15, 0, 0).

2x =3y +5z2-30=0
x=0;—=y=-10
z=0

Talla I'eix Y en el punt Q(0, —10, 0).
2x =3y +5z2-30=0

x=0{—>z=6
y=0

Talla I'eix Zen el punt R(0, 0, 6).
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086 | Troba les equacions del pla paral-lel al pla 2x — 2y + 3z — 12 = 0 que passa
pel punt (—2,3, —1).

X=6+XN—3u
T2X—=2y+3z2—12=0->my=2X\
zZ=2

Els vectors U= (1,1,0)i V= (—3,0, 2) també son vectors directors del pla
que busquem.

Xx+2 y—3 z+41
(I 1 0 [=2x—2y+32+13=0—>7"2x—2y+32z+13=0
-3 0 2

087 | Calcula I'equacio del pla que conté larectar: X+1 = y+1 = z+3 i és paral-lel

X+2y—z+4=0 —2 2 -1
2x—3y+2z+4=0]

alarecta s:

X=-3—¢1
s X22y22+18}—>5 y =4t - V,=(=1,47)
X3y tezsa= Z=147t

El punt que busquem passa pel punt P(—1, —1, —3) € r, i té per vectors directors
V,=(=2,2,-1)iV,=(=14 7).
x+1 y+1 z+3
T —2 2 =1 |=18x+15y—6z+15=0—> ®:b6x+5y—2z2+5=0
—1 4 7

088 | Considera els punts de I'espai:
A(0,0,1) B(1,1,2) c(, —1,—1)
a) Troba l'equacio del pla ABC.

b) SiD és el punt de coordenades (k, 0, 0), quin valor ha de tenir k perqué
els quatre punts A, B, Ci D siguin coplanaris?

a) AB=(1,1,1) AC=(0,-1,-2)
X y z-1
|1 ] 1 |=—x+2y—2z+1=0->mx—-2y+z—-1=0
0o -1 =2

b) SiD pertany al mateix pla, aleshores:
k—=2-0+40—-1=0—k=1
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089 | Calcula I'equacioé d’'una recta que passa pel punt d'interseccioé
delpla®: x+y—2z+4+6=0 amblarecta s X = y —2 =z +1iqueésparallela

3x4+y—4=0
4x—3y+z—1=0]

alarectar:

Calculem la interseccio entre wi s.

X = 3t
Y= 41—t 6=01=-3
z=—1+1

X+y—z+6=0
P(—9, —1, —4) és el punt d'interseccio del pla wilarectas.
Calculem un vector director de r:

X =t

—Srny=4-3t | - v,=(1,-3,13)
z=13-13¢t

) 3x+y—4=0
4x—3y+2z-1=0

X=-9+1t
La recta paral-lelaa rque passaperPés m: y = —1—3t
z=—4—13¢t

-2 —1
090 | Troba el pla que és paral-lel a la recta: r: X =Y = 213 i que passa

pels punts: A(—3,0, 1) B(2,2, —3). 2 -3

El pla passa per A i té per vectors AB=(5,2,—4)iV,= (2 —3,4).

X+3 vy z-1
| 5 2 A4 | =—4x—-28y—-1924+7=0->7m4x+28y+192-7=0
2 =3 4

091 | Considera els punts A(1, 1, 1), B(a, 2, b) i C(1, 0, 0).

a) Amb a = 2, calcula b perqué els tres punts determinin un pla que passi pel punt
P(2,0,1). Quina és l'equacié d'aquest pla?
b) Calcula els valors de ai b perque els punts A, Bi C estiguin alineats.

a) AB=(1,1,b—1) AC=1(0,—1,-1)
x—1 vy z
o 1T b—1=0->mb-2)x+y—2z+2—-b=0
0 —1 -1

Siel pla conté el punt P, aleshores: (b —2)-2—14+2—-b=0—->b=3
L'equaci¢ delplaés:x+y—z—1=0
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b) A, BiCestan alineats si els vectors AB i AC sén proporcionals.

AB=(a—11,b-1)] a-1=0 a=1
— - -
AC = (0, -1, 1) b—1=1 b=2

092 | Calcula I'equacié paramétrica i I'equacio cartesiana del pla que conté els punts A, Bi C
de coordenades A(1, 0, 0), B(0, 1, 1) i C(1, 1, 1).
Existeix algun valor de u tal que el punt (3, 2u, u + 3) pertanyi al pla?
Raona la resposta, i calcula el valor de u si és la resposta és afirmativa.

AB=(—1,1,1) AC=(0,1,1)
x=1—Xx x—1 vy z
mwy=x+prowm| -1 1 1|=0->my—2z=0
Z=X+p 0 11

Siel pla conté el punt (3, 2u, u + 3), aleshores: 2u —u—3=0—>u =3

093 | Donades les rectes:

X—2 y+1 z x—1 _y+7 z45

r = =" s

1 2 —1 1 2 3
ielpuntP(1, 1, —1), volem trobar l'equacio de la recta que passa per Piquetallaris.
Per aconseguir-ho:
a) Troba l'equacié general o cartesiana (és a dir, l'equacié de la forma
Ax + By + Cz + D = 0) del pla = que conté larectari el puntP.
b) Troba el punt M calculant el punt d'interseccid del pla = amb la rectas.
c) Troba l'equacid de la recta que passa pels punts Pi M.

d) Comprova que la recta que has trobat a I'apartat anterior és
la que busquem.

a) QR,—1,0€er PO=(1,-21)
x—1 y—=1 z4+1
| 1 —2 1 |=2y+4z+2=0->my+22+1=0
1 2 —1
X =14+t
b) s:y=-—7+2t
z=—5+3t

Ty4+2z+1=0—>—-742t—-1046t4+1=0—>t=2—->M(3,-3,1)

X =142t
o PM=(2, —4,2) m.y =1—4¢t
z=—1-+2t

d) Larectam passaperP, perat=0,ipel punt M, punt dinterseccidderis,
perat=1.
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094 | Determina una recta que sigui paral-lela al pla que passa pels punts de coordenades
(1,1,0),(1,0,1)i(0, 1, 1), que també sigui paral-lela al plax + 2y + 3z=0,
i que no estigui continguda en cap d'aquests plans.

El pla que passa per A(1,1,0), B(1,0, 1)i C(0, 1, 1) és:

AB=(0,—1,1) AC=(-1,0,1)
x—1 y—1 2z
m| 0 -1 N=—x—y—2z+2=0->7x+y+2z-2=0
—1 0 1
La recta d'interseccié entre els dos plans és:
50 50 X=4-+t
Kryrzm2e=01  xdhyTzo2= Sry=-2-2t
X+2y+3z=0 y+2z+2=0 i

La solucié del problema és una recta paral-lela a r. Per exemple:

x=1+1
ssy=1=-2t
z=1+4t

095 | Determina els extrems d'un segment AB si saps que el punt A pertany
x—1_y—-2 =z

—1 3

al pla2x + y +z=0, el punt B pertany a la recta

i que el punt mitja del segment és (0, 0, 0).

El punt B és dela forma (1 + 2t,2 — t, 3¢).

Siel punt mitja del segment és (0, 0, 0), aleshores el punt A ha de ser
de laforma (—1 — 2t, —2 +t, —3t).

Com que aquest punt pertany al pla 2x + y + z =0, tenim que:

2(—1—2t>72+t73t:0—>76t:4—>t:—§

Aixi, doncs, els punts sén A l fé, 21iB l E —21.
3 3 3 3

096 | Troba les condicions que han de satisfer ai b perqué el punt Q(2, g, b) estigui
en el mateix pla que els punts A(1, 3, 1), B(1,0, —1) i C(0, 0, 2).

AB=(0,-3,-2) AC=(-1,-3,1)
x—1 y—=3 z-1

w| O -3 2 |=-9x+2y—-324+6=0—->Tm:9x—-2y+3z—-6=0
-1 =3 1

Si Q pertany al pla, aleshores: 18 —2a+3b—6=0—>2a—-3b =12
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097 | Consideralarectar:(x,y,z)=(t+1,2t,3t)elplam:x—2y—z=0
ielpuntP(1, 1, 1). Es demana:

a) Determina l'equacio del pla =, que passa pel punt Pi és paral-lel al pla .
b) Determina l'equacié del pla , que conté la recta r i passa pel punt P.
c) Calcula l'equacié paramétrica de la recta interseccié dels plans anteriors,

;i T,
X=2XN4+p X=142XN+p
a) my=»x -S> Ty =1+X
Z=p z=1+np

x—1 y—=1 z-1
T 2 1 0 |[=0->m:x—2y—2z+2=0
1 0 1

b) Q(1,0,0) € r PO=(0, —1,—1) V=0,23)

x—1 y—=1 z-1
T 1 2 3 |=0->mux+y—2z—1=0

0 —1 —1
X =t
X—2y—7z+4+2=0 X—2y—z+4+2=0
s: — s -=>siy=1
X+y—z—1=0 3y—=3=0
z=t
x—1 z4+1

098 | Considera el puntA(3,5, —1)ilarecta: r: =y+2=

Troba el punt B pertanyent a r tal que el vector d'extrems A i B és paral-lel al pla =
d'equacié 3x — 2y +z+5=0.

El punt Bés delaforma (14 2t, =2+ t, =1+ 4t1).
AB= (=242t —7+140)
X=X
T3X =2y +Z+5=0>Ty=p
Z=-5-3X+2p

Si el vector dextrems A i B és paral-lel a , aleshores els vectors AE,
U=1(1,0,-3)iv=1(0,1,2) son linealment dependents.

=242t =74+t 4t

1 0 —3]l=0-8t+8=0—t=-1
0 1 2
Si substituim t = —1 a l'expressio de B obtenim B(—1, —3, —5).
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099

XxX—2 y+2

a) r: z—3

x=3 y+2 z—1
R 2 3

. 2x+z=4
‘X+3y+z=4

S 2x+y—z=1
"X4+2y+2z=0

Estudia les posicions relatives de les parelles de rectes segiients.

SOLUCIONARI

s:X_ZZy—H:Z;4

—1 -2
5 x+1 _y—5_z+41
C 4 2 -2

5 3x4+z=10
‘5x—y—z=16

xX+y—z=28
"3x—y+3z=18

—X+y+2z=-2
"3x—y+3z=1

f) r: 2x+4y —z=7 5 x—1_y—=1_z41
X4 y+2z=-2 3 —1 2
P(2, -2 2,—4, 4 ~
a) _>(' 3) :g(' 4 PO=1(0,—21)
u=1(-131 v={(1,-1,-2)
-1 =3 -1 —=—1
=-2=0-—rang =2
-1 - -1 -1 =2
-1 —=3—1 -1 32—
-1 -1 2[=0-=rang| -1 -1 —2|=2
—0—2—1 ——2—1
Les rectes son secants.
P(3,2, —4 —1,5,—1 —~
o) 1| P13 2 ) 5|91 PO=(-4,3,3)
u=(2,-11 v=(-4,2,-2)
211
rang =1
[4 -2 2]
4 2 1
‘4 ‘4¢O—>rang —4 -2 -2|=2
B —4 33
Les rectes son paral-leles.
P(3,-2,1 3x+2=10 =t
o] r:{_)(' 1'2> :5 X+Z:16 — s y=-26+8t
u=(=1.2.3) X—y—2= 7=10-3t

PO = (—3, —24,9)
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-1 2 -1 2 =3
=—-10=0 —>rang =2
-1 8 -1 8 -3

-1 —2—3 -1 —2—3
—+— 8 —3|=0->rang|—+—8 —3|=2
-3 =24 -9 -3 =24 -9

Les rectes son secants.

2 60—
2 0 —1 1 |
d |1 3 —1|=—-10%= 0 —rang Lo =3
11 o
3 -1 =3
2 -0 1 4 2 4H—1 4
1 - 1 4 1T =21 4
3 = —180 = 0 — rang =4
1T =1 =1 8 T =1 =1
3 -1 3 18 3 -1 -3 18
Les rectes es creuen.
-2 1 = =1
—+—2 =2
e) | 4+—=2—2|=-3=0-rang =
11 =2 ! 2
—=3—+—3
—2—1 -1 -1 —2—1 34—
-1 2220 —+—2 =2—0
=0 —rang =3
-1 —4—2 =2 -1 —4—2 =2
—=—3—3 11 —2—3—3 -1
Les rectes son secants.
S 5 X =43t
f) r X+6 ygzg}—w:yt
y+3z2= z=1-2t
P(4,0,1 1,1, =1 —
r _f ) s: 9 ) PQ=(-3,1,-2)
u=1(-3,1,-2) v=_(3 -1,2)
-3 —1 =2
rang =1
[%—1—2}
-3 =1 =2
rang| 3——2|=1
-3 -1 =2

Les rectes son coincidents.



100

que les conté.

SOLUCIONARI

Decideix si les dues rectes es tallen, i en el cas que es tallin, calcula el pla

X=3-—2\
pXE3_y=1_ 24T sy =T+X
2 2 —1 N
| P30 5|91 0) PQ=(6,0,1)
u=1(2,2,-1) v=(=2,1-1
2 9] [ > 2
=6=0—rang =2
-2 1 -2 1 =
—2 2 -1 2 2 -1
-2 1 —1|=0->rang|—2 1 —1|=2
6——H —6—6—1

Les rectes son secants.
El pla que les conté és:

X+3 y—=1 z41
T —2 2 -1 |=
-2 1

—1

101

r X+2y—z=13
2x—y—7z=16

—X+4y+6z2—-1=0—->m:x—4y—62+1=0

Digues si les dues rectes sén paral-leles o no.

x=1—-3X\
Sty =2+X\

zZ=—\
En cas afirmatiu, determina l'equacié del pla que les conté.
5 3 X =94 3t
P Xt in:Z }—>r:y2t
yrz= z=t
1,2 —
r _>(9'2'O> s: 9(' 0) PQ=(-8,0,0
u=(3,-11 v=(-3,1-1
——F—1
=1
rang[ _— 1]1 rang| —3 =1 —1|=2
I -8 —6—0

Les rectes son paral-leles.
El pla que les conté és:
x—1 y—2 z
T =3 -1 1=
-8 0 o0

—8y—8z24+16=0—->my+2z-2=0
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102 | Decideix si aquestes dues rectes es tallen i, en cas afirmatiu, determina’n
el punt de tall.
X=—447X\ xX=1—X
rry=2x s:y=10+4X
z=-1 Z=3+4+2X\
P(—4,0, -1 1,10, 3 —~
] : 5 | 2010.3) PO = (5,10,4)
u=(7,2,0) v=(-14,2)
2| {7 20
=30 =0 —rang =2
-1 4 -1 4 2
-7 20 —7 0
-1 4 2|=0—rang| -1 4 2|=2
-5 10 4 -5 10 4
Les rectes son secants.
—44T7XN=1-t o
2N=10+ 4t — : — P(3,2, 1) és el punt de tall.
—1=3+2¢ a
103 | Decideix les posicions relatives de les seglients parelles formades per un pla
i una recta.
x=3—-X
ary=2 T2Xx—3y+z—2=0
z=—143X

2x+y—3z+3=0
"5x45y—7z+1=0

9 r_—4x+y—22+3:0
2x+4y+z+4=0
x—3 z+1
ar -1 3 =
y=2

3 60—1
0 +—0|=
2 =3 -1
3 0 -1 -8
rang| 0 —4+—0 =2
2 =3 =1 =2

TX+3y—z—-5=0

X=—1—X+p
TY=242X—p
Z=3—p

r‘3x79:fzf1
: y—2

3Xx+z—-8=0
s
y—2=

3 -0 —1

1=0—>rang|0 —4+—0|=3

2 =3 =1

=3

Larectaiel pla es tallen en un punt.



SOLUCIONARI

1 -3 5 2 1 =3
b) 5 =7(=0 5‘5¢O—>rang 55 —7]=2
3 -1 1 3 =1
1 -3 2 1 =3 3
5 =1|=0->rang|5 5 -7 =1|=2
1 3 =5 73 =1 =5
La recta esta continguda en el pla.
Xx+1 y—=2 z-3
o w| —1 2 0 |=2x—y—z+3=0->m2x+y+2z—-3=0
1 —1 —1
—2—1—1 5 1 —2——1
—4 1 —2|=o0 ‘: 1‘6:¢0—>rang —4 1 —2|=2
24— B 24—
-2 1 =3 —2—F—1 -3
-4 1 3|=60=0—rang|—4 1 -2 —3|=3
—2—4—4 —2—4—1 -4
Larectaiel pla son paral-lels.
104 | Estudia les posicions relatives de les parelles de plans:
X=24+2N+p
a) Ty =—14+2X—-3p w'. —5x4+5y+4z—12=0
z=145p
b) m:x—2y+4z—1=0 T:2x+5y—3z4+2=0
X=—X—p
o my=3+4+2X+3p TiX—y+z+2=0

z=14+3X+4p

XxX—2 y+1 z-1
a) ™| 2 2 0 |=10x—-10y—8z—22=0— ®:5x—5y —4z—11=0

1 -3 5
-5 —5 —4
rang =
-5 54
5 (5 5 4 -1
=—115= 0 —rang =2
-5 —12 -5 —5—4 12

Els plans sén paral-lels.
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1T =2 1T -2 —4
b) =9=0-—rang =2
2 =5 2 -5 -3
1T =2 -4 -
rang =2
[2 —5%—2]
Els plans sén secants.
X y—3 z-1
Q) |1 2 3 |=—x+y—z=0-m:x—y+2z+2=0
-1 3 4

Les equacions de i w'sén iguals, és a dir, els plans sén coincidents.

Si ho fem per rangs:
al T2
Ny )™

ang|! T 2|2y
1112

Els plans sén coincidents.

105 | Estudia les posicions relatives dels grups de plans seglients:

a) m4x+y+3z+2=0
w:—3x+5y+4z—-7=0
wy+3z—6=0

b) m:x—2y+3z—1=0
T:2x4+y—2z+5=0
T 7x—4y +7z+7=0

o) m6x—3y+9z—1=0
Ti—Xx+2y—z+1=0
T :4x —2y+6z+5=0

d ®2x—3y+z=0
T 2x—y+4z4+5=0
76X —5y+9z—1=0

—4 1 3 —4 1 3
a) |-3 5 4|=4=0->rang|—-3 5 4|=3
-0 1 3 -0 1 3
41 3 9
rang| =3 5 4 —7|=3
-0 1 3 —6

Els plans es tallen en un punt.
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1T -2 =3
b) -1 —=1|=0
—4 =7
1T -2 =3
1T =2
=5=0—>rang|2 —1 —1|=2
2 - 7 —4 =7
-2 -1 1T -2 =3 -
—+—5|=0—>rang|2 —F+—F—5|=2
—4 7 7 -4 —F—7

Com que no hi ha dos plans coincidents, els tres plans es tallen en una recta.

——3—9
o |-1 =2 —1|=0
—4—2—6
6 —3 ’
71 72:9¢O—>rang -1 =2 —1|=2
o 426
—-6 -3 -1 —6—3—9 -1
-1 —=2—1|=51=0—>rang| -1 2—F—1|=3
—4—2 5 —4—2>—6 -5

Com que i w'soén paral-lels:

63 9 -

4 2 6 7

Tenim dos plans paral-lels que tallen el tercer.

-3 1
d) —1 4|=0

-5 9

; 2 -3 7

*1 =4=0->rang|2 —1 4|=2

B 6 —5 9

-3 -0 2 =3 1 =0

-1 5|=—44=0—>rang|2 -1 4 —S5|=3

-5 —1 6 -5 9 —1

Com que no hi ha plans paral-lels, els plans es tallen dos a dos.
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106 | Determina la posicié relativa de les rectes seglients:

Ix+5y—7z—-12=0 r_5x—5y—z—16:0
' 2x+3z+11=0 2 3x—2y—-7=0

7 =5 -7
- 2 —o—3
—0—3| = 260= 0 —rang s« 1 =3
5 -5 -1 T
3 =2 =0
7 =5 =7 =12 7 =5 =7 =12
2 ——3 —11 2 —6—3 -1
3 = —552 =0 —rang 3 =4
5 =5 -1 =16 5 =5 -1 =16
3 =2 -0 - 3 =2 -0 —7

Les rectes es creuen.

107 | Determina si el pla w:2x +3y — 4 = 0 talla o no el segment d'extrems A(2,1, 3)
iB(3,2,1).

Calculem l'equacio de la recta que passa per Ai per B.

AB=(1,1,-2)
X=24+t
X—2 y—=1 z—3
rry=1+t —r: = =
z=3-2t 1 -2
. X—2=y—1 : X—y—1=0
—2X+4=2z-3 2x+z—7=0
-1 0 1T -1 0
—0 1|=-5=0—>rang|2 —0 1|=3
=3 0 2 =30

rang|2 =0 1 —7|=3
2 =3 0 —4

Larectaiel pla es tallen en un punt; en calculem la interseccio.
7 2 21
2(2+t)+3(1+t)40—>t%—>P[—,—,—]

Aquest punt no esta situat entre A i B; per tant, el pla no talla el segment.
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X=5_Y+2 _ Z {|3rectasdonada
2 —1 4

108 | Considerar la recta d'equacio

3x—2y+z:2}
per .

—X+2y—3z=2
a) Determina la posicio relativa de totes dues rectes.
b) Troba l'equacié del pla que conté la recta ri és paral-lel a larectas.

3x -2 2 X= ot Q(2,2,0
a) s Xooytz= Ssy=2+42t s: _>( 12.0)
y—2z=2 v={(1,2,1)
z—=t
P(5, —2 —
] 5 —20) PO = (~3,4,0)
u=1(2,-14)
- 2 —1 4
2 1|:5¢O—>rang( =2
1 = H—2 1
-2 -1 4 -2 -1 4
—+—2 1|=35=0->rang|—=4+—2 1|=3
-3 -4 0 -3 -4 0
Les rectes es creuen.
x—=5 y+2 z
b) w:| 2 -1 4/=0->m9x—2y—5z—-49=0
1 2 1
109 | Considerari s les rectes donades per:
r_2x—y:m S X+y=2
"z42y=3 ‘X+2z=3

a) Troba m perqué les dues rectes es tallin.
b) Peram =1, troba l'equacié del pla que conté lesrectes ris.

a) Elrang de la matriu de coeficients i de I'ampliada ha de ser 3.

2 -1
-1 0 0
-2 1
=2 1|=-3%0—=rang =3
T =10
T =10
1 -0 2
2 =1 0 m 2 =10 m
— -2 1
0 =2 13 =5m—5 —rang 0 3 =3->m=1
T =10 2 T =10 2
1T =0 2 3 1T -0 2 3
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) g X =t
T }—)r:y1+2t

: Sy
ZHh2y=3 z=>5—4t
5 X =3-—2t
XY= S sy =—142t
X+2z=3
z=t

El pla que busquem passa pel punt A(0, —1, 5) € rité com a vectors directors
els vectors directors de les rectes ris.

X y+1 z-=5

| 1 2 —4 |=0—=>m10x+7y+62—-23=0
-2 2 1

110 | Estudia, segons els valors del parametre k, la posicio relativa de les rectes seglients:

k=Xt _z X ZY_—ZZHZ
2k—1 2 k+1 —1
P(k, —1 2, =2 -
r | Ptk —1.0) 51 Q10.2,72) PO = (—k3,—2)
u=(1,2k—=172) v=(k+1-1,1)
1 2k—1
=—k(2k+1)
k+1 =1
LS .
k41 1
2k—1 2
=2k +1
-1
1 2k—1 -2 _
k4+1 =1 —1|=2k>+7k+3 ‘3 2‘
—k 3 2
k=-3
2k +7k+3=0— ) 1
T2

- SikeR— { -3, — % }: el rang de la matriu formada per U, Vi PQés 3

i el de la matriu determinada per Ui vV és 2; per tant, les rectes es creuen.
+ Sik= —3:elsrangs de les dues matrius valen 2; per tant, les rectes sén secants.

- Sik= ,l; el rang de la matriu formada per G, Vi PO és 2, i el de la matriu
2

determinada per Ui v és 1; aixi, doncs, les rectes son paral-eles.



SOLUCIONARI

: 5 X=1+X
111 | Considera les rectes: r: X = Y — 1 — 2~ sty =34+2X
1 —1 -3
z=14+X

a) Estudia’n la posicié relativa.
b) Calculal'equacié del pla que conté larectari és paral-lel a la recta s.

P(0,1,2 1,31 —
a) _f ) s: 9 : PO=(1,2,—1)
u=(1,-1,-3) v={(1,2,1
1T =1 1T =1 =3
=3=0-—>rang =2
[ —+—2 =1
1T =1 =3 1T =1 =3
1 2—1|=-6=0—>rang|1 2—1|=3
1T =2 -1 1T =2 -1
Les rectes es creuen.
X y—1 z=2
b) m:{1 -1 -3 [=0->m5x—4y+3z-2=0
1 2 1
— —z=0
112 Donadeslesrectessegﬂents:X a:y+1:z+1 Xty—z
2 1 2 2x+z=1

calcula el valor de a de manera que les dues rectes es tallin.
Determina’n el punt de tall.

X =
=0 0,1,1
s:XJ;y z 1}—>s:y13t s:{g< 1 )3 )
X+z= 1ot v=(>,-3-2)
P(a, -1, -1 ~
p{Pla =10 PO=(-a,22)
T=(-2,-12)

—2 -1
-1 =3
Les rectes es tallen sila matriu formada per U, V'i PO té rang 2.

-2 =1 =2
=7 =0 —rang =2
-1 -3 =2

R )
1T =3 72:O—>10780:O—>a:7

—a —2—2

272>\:I X:i

* — 4—>Pifi . és el punt de tall
—T—=X=1-3t t*g 4" 4 2 '
—142x=1-2t 4
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X—2z—1=0 X z—1=0
113 | Considerar, ir,les rectes d'equacions: r;: ry: Tyt
y—z—2=0 —2y+2z—a=0
Determina el valor de a perqué r; i r, siguin coplanaries.

Les rectes son coplanaries si no es creuen. Aixi, doncs, la matriu formada
per les dues rectes no pot tenir rang 4.

1T -0 -2 -1
0 -1 =1 =2
=—4a—-16=0—=a=—4
1T —4+—1 -1
0 —2 =2 —a
X=2+t
114 | Consideralarectar:y =2+ 2t elpla®:2x —4y —2z=10ielpuntP(1,1,1).
z=3+43t

a) Determina l'equacio del pla =, que passa pel punt Pi és paral-lel al pla .

b) Determina l'equacié general del pla ~, que conté larectar
i passa pel punt P.

X =X x—=1 y—1 z-1
a) Ty =p Tl 1 0 1 |=0->mix—2y—2z42=0
Z=X—2p 0 1 )
2,2,3 —
b) r g( ) PO=(1,1,2)
u=1(1,2,3)

x—1 y—=1 z-1
T 1 2 3 |=0->mux+y—2z—1=0

1 1 2
5x — =
115 | Calcula a perqué larecta: r: X=y+z=0 }sigui paral-lela al pla
miax —6y +4z=>5. X—y—z=-4
-1 —4—0 5 -1 —4+—0
-1 -1 —4|=18=0—rang|{1 -1 -1 —4|=3
-6 —4—5 a —6 —4—-5

La recta és paral-lela al pla si la matriu de coeficients té rang 2.
5 1 -

T -1 —1|=2a-52=0—-a=26

a —6 —4
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116 | Considera el pla d'equacié 2x + 3y + 4z=ai rla recta que conté el punt P(1, 1, —1)
el vector de direccié de la qual és v = (1, 2, —2). Existeix algun valor de a
per al qual la recta estigui continguda en el pla? Raona la resposta en cas negatiu.
En cas afirmatiu, troba el valor de a.

r:X1y1Z+1—>r:2Xy1}
1 2 -2 2x+z=1
2 =10 2 =10
2 -0 1]=0 ‘2 1‘2:¢0—>rang 2 -0 1|=2
2 -3 4 2 0 2 -3 4
La recta esta continguda en el pla si la matriu ampliada té rang 2.
2 =11
2 0 1|=20—2=0—>a=1
2 —3 a
117 | Peraquins valors del parametre mlarecta: x =y +1= H—Tmz és paral-lela

al pla 2x + y + z =97 Determina el punt d'interseccié de larectai el pla
peram=2.

X=y+1 N X—y=1

3x=11—mz 3x+mz=11

T =1 1 T =1 0 1

3 -0 Mf=-3=0->rang|3 -0 m 1|=3
2 =1 9 2 =1 1 9

La recta és paral-lela al pla si la matriu de coeficients té rang 2.

T =10
-0 m|=3-3m=0->m=1
-1 1

| T =10
3 O:3¢O—>rang 3 =0 m|=2
B 2 =11

Calculem la interseccié peram = 2.

X =t
SSm=2—ry=-1+t
m 3

— =t

2 2

2t71+t+£ fit =95 t=3->P(3,2,1) ésel puntdinterseccio.
2 2

|, substituint en el pla:
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118 | Estudia la posici6 relativa del pla ®:5x + Xy —2z+1=0

2x—y=1
ilarectar: =y segons els valors del parametre X.
X—y+2z=-1
5 =2 -1 5 X =2 -1
2 -0 —1|=20=0->rang|2 -1 =0 —1|=3
1T —=2—1 1T -1 =2 -1
2 —1
=—1=0
1T —1
5 X =2
2 -1 —0|=-4x-38
-1 =2
¢ Sin=—2

El rang de la matriu de coeficients és 3 i coincideix amb el de la matriu ampliada;

per tant, larectai el pla es tallen.
« SiIA=-2

El rang de la matriu de coeficients és 2, diferent del de la matriu ampliada;
aixi, doncs, larecta i el pla son paral-lels.

119 | Considera els plans:
™:2x+3y+z=2
TiXx+y—z=1
a) Determina la posicio relativa dels plans.

b) Calcula una recta que estigui contingudaenelpla®,:x+y—z =1,
que sigui paral-lela a la interseccié d'aquests dos plans i que passi
pel punt (5, —3, 1).

Ay

rang[z 3 -1 2}2

T 1 =1

2 2 =1
3‘17:O—>rang[ X ]2

T 1 =11

Els plans sén secants.

X =1—4t
b) r:2X+3y+Z:2 —>r:2X+3y+Z:2 —>ry=3t
x+y—z=1 3x+4y=3 7——¢

El punt (5, —3, 1) pertany a aquesta recta (t = —1); per tant, aquesta recta
és la que compleix les condicions de I'exercici.
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120 | Considera les rectes:

X+y=5 y=1 x—y=1
n: r: rs:
y+z=2 X+y+z=6 y—z=

Et demanem:
a) Demostra que les rectes r, i r, es tallen en un Unic punt.

b) Troba les equacions en forma continua de la recta que passa pel punt
d'interseccié der, ir, i que és paral-lelaars.

10 110
a |0 1 1|==120-—rang|0 1 1]=3
10 01o0
110 5 110 5
o1 1 2 o1 1 2
=0 —rang =3
010 1 010 1
111 6 111 6
Les rectes r, i1, es tallen en un punt.
x+y=>5
+z=2
b) 4 1 — P(4,1,1) és el punt d'interseccid de ry i .
y:
X+y+z=6
x=att 4 1 1
riy =3+t Larectaéss:X: :y? :Z?
z=t

121 | Estudia si existeix algun punt que pertanyi alhora als tres plans seglients.
Calcula’n els punts en comu (si existeixen).

X =14+X
T:X—y+z=0 ™y:1Zz=2y Tiy=1+X+p
zZ=142Xx—p
x—1 y—1 z-1
T3 1 2 |=-3x+y+z4+1=0=>73:3x—y—2z—-1=0

T =1 =1 T =1 =1 T -1 =10
0 -2 -1|=-6=0—=rang|0 —2 —1|=rang|0 —2 —1 0|=3
3 -1 1 3 -1 -1 3 -1 =11

Els tres plans es tallen en un punt.
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X—y+2z=0 X—y+2z2=0 Xx—y+z=0 6
2y —z=0; > 2y—z=0;y—= 2y—z=0 ;— y:fi
3Xx—y—z=1 2y —4z=1 3z=-1 ?
7 = ——

3

1 1 1
El punt d'interseccié és: P| —, ——, ——
6 6 3

122 | Discuteix, segons els valors de g, la posicié relativa dels plans segiients i indica
les figures que determinen (no és necessari resoldre-ho).

m:(a+N)x+y+2z=3 Ty:X+2y+az=4 T™3:X+ay+2z=2a

a+1 1 1
1 2 al=-a>—-ad*>+6a
1 a 2
a=0
—a®—a*+6a=0——-a(@+a-6)=0—->1{a=2
a=—3

+ SiaeR—{-3,0, 2}: el sistema format per les equacions dels tres plans
és compatible determinat, és a dir, els plans es tallen en un punt.
—2x+y+z=3
Sita=-3 x+2y—3z=4
X—3y+2z2=-6

-2 1

> = —5= 0 — Elrang de la matriu de coeficients és 2.
-2 —4—3
—4—2 —4|=-5=0 — Elrang de la matriu ampliada és 3.
-1 -3 -6

Com que no hi ha plans paral-lels, els plans es tallen dos a dos.

X+y+z=3
+Sia=0: x+2y=4
X+2z=0

11
‘1 2‘ = 1= 0 — Elrang de la matriu de coeficients és 2.

11 3

1 2 4|=-2=0— Elrang de la matriu ampliada és 3.
10 0

Com que no hi ha plans paral-lels, els plans es tallen dos a dos.
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3Xx+y+z=3
s Sia=2:x+2y+2z=4
X+2y+2z=4

= 5= 0 — Elrang de les dues matrius és 2.

31
1 2

Dos plans coincideixen i tallen el primer en una recta.

123 | Determina ai b perqué els plans:
X+y+z=2 2x+3y+z=3 ax+ 10y +4z=»>
es tallin en una recta r. Déna algun tipus d’equacions per a r (les que vulguis).

11
2 3

=1=0

Els plans es tallen en una recta si el rang de la matriu de coeficients
i de I'ampliada és 2. Aixi, doncs:

1 11
3 1|=14-2a=0—>a=7
a 10 4
1 1 2
3 3|=b—11=0—=b=11
7 10 b
5 x=1-2t : :
L x+3y+z:3 Sry=t N Sl D A S
X+3y+z= S —2 1 1

124 | En l'espai, considerem els tres plans d'equacions:
T X+2y+z=1 T:pX+y+pz=1 T3ipx+y+2z=1
en que p és un parametre real.
a) Esbrina per a quins valors de p els tres plans es tallen en un Unic punt.
Troba aquest punt quanp =1.
b) Hiha algun valor de p que fa que la interseccié comuna sigui una recta?
Si és aixi, escriu l'equacié vectorial d'aquesta recta.

. L . 1
c) Troba quina és la posicid relativa dels tres plans quan p = 5

a) Els plans es tallen en un punt si el rang de la matriu de coeficients
i de 'ampliada és 3.

1201 1
p 1 pl=2p*-5p+2=0—> P=73
p 1 2 p=2
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« SipeR— {% 2}: el sistema és compatible determinat, és a dir,

els tres plans es tallen en un Unic punt.

« Sip=1:
X+2y+z=1 X+2y+z=1 x =1
X+y+z=1—> y=0;—=1y=0
X+y+2z=1 y—2z=0 z=0

El punt d'interseccio és P(1, 0, 0).

b) Sip=2
X+2y+z=1
2Xx+y+2z=1
2Xx+y+2z=1
12
=-3=0
21

Com que la segona i la tercera equacié sén iguals, el rang
de les dues matrius és 2.

Un pla talla dos plans coincidents en una recta.

1
X=——t
S 3 1
S Xy z=I 1 —>r:(x,y,z)[—I_'O]th(]’o’])
2x+y+2z=1 Y >
z=t
1
Q Sip=—:
) Sip 5
X+2y+z=1

1x+ +lzf1
TS

%x+y+22:1

1
- 3 ) - .

2| = 3 = 0 = Elrang de la matriu de coeficients és 2.
2

3

1 - = 0 — Elrang de la matriu ampliada és 3.

1

Com que els dos primers plans son paral-lels, el tercer els talla en dues rectes
paral-eles.
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125 | Troba l'equacié del pla ™ que passa pel punt P(3, —1, 4) i és paral-lel a les rectes:

X +1 y—2 zZ+2
r: = =

r'Sx—y+3z—4:0
" 1 2 3

2Xx—y+z—1=0

5 37-4=0 xelma
re X—ytsz=4= Srpy=1-t
3x+2z2—3=0
z=73t

El pla que busquem passa per (3, —1,4) i té com a vectors directors els vectors
directorsde ryi .

Xx—3 y+1 z—4

T =2 =1 3 |=-3x-3y—324+18=0=>mx+y+z-6=0
1 2 -3

126 | Troba les equacions parametriques d’una recta si saps que talla la rectar
d'equacions x = y = z, és paral-lela al pla = d'equacié 3x + 2y —z=4
i passa pel punt A(1, 2, —1).

Determinem els vectors directors de .

X=X
T:3x+2y—z=4->y=p
Z=—4+3N+2p
Calculem l'equacio del pla paral-lel a ® que passa per A.
x—1 y—=2 z+1
U 0 3 |=0->w:3x+2y—2z—-8=0
0 1 2

Trobem el punt d'interseccié de la recta r amb aquest pla.
rx=y=z2z
T:3X+2y—2z2-8=0-233x+2x—x—-8=0—>x=2

El punt d'interseccié del plaamb larectarx=y=zés P(2, 2, 2).

La recta que es demana passa per A i per P.

AP =(1,0,3)
Xx=1+1t

riy=2
z=—143t
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127 | Estudiairesol, segons els valors de X, el sistema:

X+y+z=2
2x—y =X\
y+3z=X

X—y+2z=0

Si les dues primeres equacions representen una recta r i les dues ultimes
una altra recta s, interpreta geométricament els resultats que has obtingut.

T =11
-1
2 -1 0
2 —1 0|=-7=0-—>rang =3
0 —1 3
-1 3
T -1 2
T 11 2
2 10 x:14x714:0—>x:1
0 =1 3 X\
1T =120

+ Si X = 1:el sistema és incompatible i les rectes es creuen.

+ Si X = 1:el sistema és compatible determinat; és a dir, les rectes es tallen
en un punt.

7x+8y—z=0

128 | Estudia la posicio relativa dels quatre plans segiients: Xx—y=—4
2x+3y—5z=-1
x+y=0
7 =8 —1
7 =8 -1
1 -1 -0
—1 —0|=70=0—rang =3
2 3 =5
2 -3 -5
1 —4+—20
7 —+0 7 -8 -1 =0
1 -1 -0 —4 1T -1 =0 —4
0 =14 =0 —rang =4
2 -3 =5 -1 2 -3 =5 -1
17 —4+—0 -0 1 —4+—0 —0

Els quatre plans no tenen una interseccié comuna. Estudiem les posicions relatives
dels tres primers plans.

7 =8 -1 7 =8 -1 7 ——4+—0
1 -1 =0|=70—=rang{1 -1 =Of=rang|1 —1 =0 —4|=3
2 =3 -5 2 =3 -5 2 =3 -5 -1

Els tres primers plans es tallen en un punt. Com que el quart pla no és
paral-lel a cap dels altres tres, aquest pla talla en una recta cadascun
dels altres plans.
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Considera les rectes:
z—5 x—5 _ y—4 z—m
2 -2 —1 2

rx—3=y—4=

enquemeR
a) Estudia, segons els valors del parametre m, les posicions relatives

de les dues rectes. En cas que les rectes ri s es tallin, calcula’n el punt de tall.
b) Quan siguin coplanaries, determina l'equacié general del pla que les conté.

c) Estudia la posicié relativa del pla de I'apartat anterior amb el pla que passa
pels tres punts: A(3, 4, 5), B(5,4, —3)i C(1,2,1).

Indicacié: No cal construir el pla que passa per aquests tres punts.

{ (3,4,5) {o<5,4,m>
a) 4 Sia
u=_(1,1,2) v=(=2,-12)

—

PQ=(2,0,m—5)

——1 —4—1 2
=1=0 —rang =2

-2 -1 -2 =12

—+—1 2

-2 -1 2 |=m+3

—=—0 m-5

¢+ Sim+3=20—->m=—3:

El rang de la matriu de coeficients és 2 i el de 'ampliada és 3; les rectes
es creuen.

+Sim+3=0-m=—3:
El rang de les dues matrius és 2; les rectes sén secants.

Calculem en aquest cas la interseccio entre les dues rectes.
Per fer-ho, igualem les equacions parametriques de les dues rectes.

34+ XN=5-2t
44+ N=4—t - . *2 — C(1,2,1) és el punt de tall.
5428 =342t N

b) Les rectes son coplanaries si sén secants, és a dir, sim = —3.

El pla que busquem passa per P(3,4, 5) € rité com a vectors directors
els vectors directors de ri s.

x—3 y—4 z-5

w1 1 2 |=0->m4x—6y+2z4+7=0
-2 —1 2
o AB,45¢€r
B(5,4,—=3)er
c,2,m 1—3=2—-4=1-5->Cer

Els punts A, Bi C pertanyen a les rectes ri s, per tant, també sén al pla.
El pla que passa per aquests tres punts és coincident amb I'anterior.

273



274

Geometria en l'espai
PREPARA LA SELECTIVITAT

1 | Respon aquestes questions.
a) Estan alineats els punts A(1,0, —1), B(—1, 1, 2) i C(3, 0, 1)? Justifica la resposta.
b) Siestan alineats, determina I'equacio de la recta que els conté. Si no n'estan,
determina l'equacié del pla que passa pels tres punts.

a) AB=(-21,3)

AC=(2,0,2)

Els vectors AB i AC no sén proporcionals; per tant, els punts A, Bi C
no estan alineats.

x—=1 vy z+1
b) m| =2 1 3 |=2x4+10y—22-4=0—->m:X+5y—2—-2=0
2 0 2

3x+y+z=0
2 | Troba les equacions paramétriques de la recta donada perr: .

X—y+2z=0

Existeix algun valor de s tal que el punt (—3, s, s) pertanyi a la recta?
Raona la resposta, tant en cas afirmatiu com negatiu.

5 . X = =3t
r: x:yJ;zfo - y=>5t

Xrsz= z=4t
—3=-3t| >t=-]

s=>5¢ —->s=-5

s=4t | > —5= —4 — Noexisteix cap valor de s tal que (—3,5,5) € r.

3 | Calculal'equacié d'una recta que passa pel punt d'interseccié

delplam:x+y—z+6=0ambla rectas:i:y—zzz—H i és paral-lela
3

3x+y—4=0
alarectar: .
4x -3y +z—-1=0
X =3t
Ssy=2+4t¢t
z=—1+t

Calculem lainterseccid entre s i .
TX+y—7z4+6=0->3t+2+t—(—14+1)+6=0—>1=-3

P(—9, —1, —4) és el punt d'interseccié del pla wide larectas.
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3 4=0 =t

» 3x+y71:0 —Sry=4-3t

Xodyra—l= z7=13-13t

X =-9+t

La recta que busquemés: r": y = —1— 3t

z=—4—-13¢
. . z—2
Consideraunpla m:x+y+mz=3ilarectar: x=y—1= S

a) Troba m perqué ri siguin paral-lels.
b) Troba m perqueri = siguin perpendiculars.
c) Existeix algun valor de m per al qual la recta r estigui continguda en el pla ®?

r: x=y- - XTr=-
2x=2z—2

‘; 1‘2¢o 2 0 —1|=242m 2 0 —2|=8=0
—0 T 1 m 1 33

a) Si24+2m=0—-m=—1.

El rang de la matriu de coeficients és 2, i el de la matriu ampliada és 3. La rectar
i el pla ® son paral-lels.

b) Perqué siguin perpendiculars, el vector director de la recta d=(,1,2)
ha de ser parallel al vector normal del pla = (1, 1, m);
1 1 2
pertant — = —=——-sm=2
1 1 m

b) Elrang de la matriu ampliada és 3 per a qualsevol valor de m; per tant,
no hi ha cap valor per al qual la recta r estigui continguda en el pla .

Estudia la posicio relativa dels plans:
TX+Yy+22=2 B:2X4+my+2mz=24+m omx+2y+2+m)z=0
segons els valors de m.

1 1
=m-2
2 m
1T 1 2 1T 1 2
2 m 2m |=m’—4m+4 2 m 24+4m|=4—m?
m 2 2+m m 2 0

+ Sim = 2:el rang de la matriu de coeficients i el de la matriu ampliada és 3;
els plans es tallen en un unic punt.

+ Sim = 2:el rang de la matriu de coeficients i el de 'ampliada és 1;
els plans sén coincidents.

275



Geometria en l'espai

- 1 - - =3

6 | Considera les rectes r: - ! —yrl_z k is: X—y+z
—1 1 1 3x+z=1

a) Troba el valor de k perqué les dues rectes estiguin contingudes en el mateix pla.

b) Per al valor de k obtingut en |'apartat anterior, determina I'equacié general del pla
que les conté.

a) pXTIEy o Xy =0
X—1=—z+4k X+z=k+1
Les rectes son coplanaries si no es creuen, és a dir, si la matriu ampliada
no té rang 4.
1 =10 O
1T =0 1 k41
0 * S>k—4=0->k=4
1T =11 3
3 -0 1 1

Si k=4, les rectes estan contingudes en el mateix pla.

1T =1 0
Poro 1 -0 1
b) [1 -0 1|=1=0—>rang | *1 | =3
1T -1 1 B
3 =0 1
1 =100
-0 1 5
ran =3
9 -1 1 3
3 =0 11
Si k=4, les rectes es tallen en un punt.
Calculem el punt d'interseccié entre riss.
X+y=0 Y=
X+z=5
5[ =2
Xoy+z= z=7
3x+z=1
El punt dinterseccié entrerisés P(—2,2,7).
Determinem un vector director de s.
+z=3 =t
X—y+z= _
S: L oSsy=—2-2 v={(1-2-3)
3x+z=1
z=1-3t

El pla que busquem passa per P(—2,2,7) € rn s i té com a vectors directors
els vectors directors de ris.

X+2 y—2 z—7
| —1 1 1 |=—x—2y+z-5=0->mx+2y—2z+5=0
1 -2 -3
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Sigui r la recta definida per X ; 2 _y—k_ % i s la recta definida

4

perx+2:y_1 z—3

—1 2 3

a) Troba k si saps que les rectes ris es tallen en un punt.
b) Determina l'equacié del pla que conté les rectesris.

a) r:{fz'k'm s;{SHIW PO— (—4,1 —k3)
u=(3,4,5) u=1(-1,2,3)
344 (345

=10+ 0 —rang =
-1 2 -1 2 3
-3 4 5
Lesrecteses tallensirang| =1 2 3|=2
—4 1—k 3
-3 4 5
12 3|=8tuak=0ok=-2
41—k 3 /

b) Elpla que busquem passa per Q(—2, 1, 3) € si té com a vectors directors
els vectors directors de ri s.

X+2 y—1z-3

| 3 4 5 |=2x-14y+10z-12=0->mx—7y+52—-6=0
—1 2 3

5x—y+z=0
X—y—z=—4

Calcula el valor de a perqué la recta r: } sigui paral-lela

al plaw:ax — 6y +4z=>5.

Perqué la rectai el pla siguin parallels, el rang de la matriu de coeficients
ha de ser 2, i el de la matriu ampliada, 3.

5 —1
=—4=0
I
5 -1 -1 -1 —4+—0
1T =1 —1|=2a-52 -1 =1 —4|=18=0
a —6 —4 —6 —4—>

El rang de la matriu ampliada és 3 per a qualsevol valor de a. El rang de la matriu
de coeficients és 2 si es compleix que:

20—52=0—>a=26

277



