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Unitat 9. Calcul de derivades

En aquesta seccié ens centrarem exclusivament en |'aspecte técnic del calcul de derivades a partir de
les derivades de les funcions elementals. La definicié i la interpretacié del concepte de derivada es

veuran amb detall a |'assignatura de Matematiques especifica del grau que esteu cursant.

La derivada de la funcié f es denota per f.

9.1 Derivades de les funcions elementals

Si f és una funcié elemental, la seva derivada ve donada per la Taula 9.1.1.

Funcié Derivada || Funcié Derivada
cambceR 0 sinx CcoS T
() g 1 cos —sinzx
k k-1 1
¥ amb k € R kx tan x 5
cos? x
1 1
®) /x — cotan x —
Ve 2\/x sin?
1 1 . 1
() = - arcsin x —_—
z 2 1 — 12
a® amb a € Rt a®lna arccos x I
V1—a?
1
er er arctan x
1+ 22
1 .
log,z amb a € R*, a # 1 sinh cosh x
zlna
1 .
Inz — cosh x sinh z
T

Taula 9.1.1: Derivades de les funcions elementals.
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Nota: Les derivades de les funcions assenyalades amb () es dedueixen de la derivada de la funcié z*.

. ., e } sin
La derivada de la funcié tangent s'obté derivant el quocient .
0S T

ST

. ., , , . . CO
La derivada de la funcié cotangent s'obté derivant el quocient

inx’
El sinus hiperbolic i el cosinus hiperbolic es defineixen mitjancant les férmules segiients:

. et —e " e’ +e "
sinhy = ——— coshy = ———
2 2

9.2 Derivades de les funcions que sén transformacio
funcions elementals

Si f és una transformacié de funcions elementals, llavors la derivada f’ s'obté a partir del seglient

teorema.

Teorema 9.2.1:

Siguin f i g dues funcions reals de variable real derivables® en el punt x. Llavors
a) (Af)(z) = Af'(x)
b) (f £9)(z) = f'(z) £4'(z) ,
c) (f-9)(x)=f(z) g(z)+ f(z) - g'(z)

1Y oy _ £ 9@ - f2) - ¢'(@)
9 (5) @ @) ’

e) Regla de la cadena

(go f)(z) =g'(f(x))- f'(x) .

pensar que f és derivable en el punt x si es pot calcular f/(z).

?La definicié formal de funcié derivable en un punt es veura durant el curs académic, de moment podeu

0.3 Calcul de derivades

A I'hora de calcular les derivades podeu fer servir la Taula 9.1.1 juntament amb la regla de la cadena

i la resta de propietats del Teorema 9.2.1. Si ho preferiu també podeu fer servir la Taula 9.3.2 en
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Funcié Derivada Funcié Derivada
cambceR 0 sin(f(x)) cos(f(x)) - f'(x)
) o 1 cos(f(x)) —sin(f(z)) - f'(x)

(F(@) amb k € R FE@P P | @) |
(%) T f'(x) cotan( f(z _ f'(x)
qe N n(f(e) | -t
) L - S'@) arcsin( f(x &
) () S Vv
a’@ amb a € R* a’@ Ina- f'(z) arccos(f(z)) 1 i/((f;)(@)Q
ef (@) ef@ . f(z) arctan(f(z)) ] +f£;921;))2
log,(f(z)) amba e RT, a # 1 f(LZ)(Tr)la sinh(f(x)) cosh(f(x)) - f'(x)
() . o
In(f(x)) (o) cosh(f(z)) sinh(f(x)) - f'(x)

Taula 9.3.2: Derivades de les funcions compostes.

comptes de la Taula 9.1.1. La Taula 9.3.2 s'obté a partir de la taula de derivades de les funcions

elementals després d’aplicar la regla de la cadena.

Exemple 9.3.1  a) (22 Doy,
(*1) Casb) Taula 9.1.1 amb k& = 2.

1\’ / (*1) 3
— (3 2 —3-1 _ —4 _
b) <E) =(273) = -3z = -3z =
(*1) Cas b) Taula 9.1.1 amb k& = —3.
0 (VA = (7)) 22 a2 S ah = =

(*1) Casb) Taula 9.1.1 amb k£ =1/2.

d) 27y 2 or 12,
(*1) Casc) Taula 9.1.1 amb a = 2.
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&) (28— 322 +5x+4) = (@3 —3- 22 +5- (&) + (4 2 322 -3.(22) +5-140 = 322 — 62 +5.

(*1) Tenim una suma de funcions elementals multiplicades per una constant. Apliquem les propietats
a) i b) del Teorema 9.2.1.

(*2) Calculem les derivades de les funcions 22, 22, = i 4 a partir de la Taula 9.1.1.

A partir d'ara les derivades dels polinomis es donaran directament sense especificar els passos intermedis.

f) ((z* —22) - ex), - (22 — 2x)'e® + (22 — 2x) (&)’ =) (22 — 2)e” + (22 — 22)e” = (22 — 2)e”.
(*1) Tenim un producte de funcions. Apliquem la propietat c) del Teorema 9.2.1.

(*2) Calculem la derivada del polinomi #? — 2z com a I'apartat e) i la derivada de e® a partir de la
Taula 9.1.1.

g) ( 53 — 222 )l (‘1) (52® — 22%)/ (a* — 5z + 3) — (52® — 22?)(a* — Ba + 3)’

x* —5x +3 (x* — 5x + 3)2
(*2) (1522 — 4x)(a* — b + 3) — (52® — 22%)(4a® — 5)  —5a® 4 42 — 502° + 5522 — 12z
B (z* — bz + 3)2 B (x* — bx + 3)?

(*1) Tenim una divisié de funcions. Apliquem la propietat d) del Teorema 9.2.1.
(*2) Calculem les derivades dels polinomis 522 — 222 i 2% — 52 + 3 com a I'apartat e).

(*3) Simplifiquem I'expressié obtinguda.

e
h) (sin(z?)’ = (sin2?) D cos@?) - (22]) = cos(a?) - (22).
(*1) Tenim una composicié de funcions: sin(z?) = (go f)(x) on g(x) = sinx i f(x) = 22. Apliquem
la regla de la cadena (propietat €) del Teorema 9.2.1). ¢'(z) = cosz.
! (*1
i) (sin? x)/ = (()2) D osing - ()’ = 2sinz - cos z.

(*1) Tenim una composicié de funcions: (sinx)? = (go f)(x) on g(z) = 22 i f(z) = sinz. Apliquem
la regla de la cadena (propietat e) del Teorema 9.2.1). ¢'(x) = 2.

!/

/
/ 2 . >
J) (Sin(612+2x+1)> = | sin||e "+ 2r+1 (:1) Cos(e:vQJerJrl) (6 ¢+ 2x+1 )

(*2) cos(eF* H2a ) o 20 ( 219w+ 1 )' — cos(eP 20 )grt 1204 (9, | 9).
(*1) Tenim una composicié de funcions: sin () = (go f)(z)on g(x) =sinz i f(x) =

e +2+1 Apliquem la regla de la cadena (propietat e) del Teorema 9.2.1). ¢'(x) = cosz.

2
(*2) Tornem a tenir una composicié de funcions: e~ t2z 1 _ (go f)(xz) on g(z) = e i

f(x) = 2% + 22 + 1. Apliquem la regla de la cadena. ¢'(z) = €®.

!/ / * / *
k) (xex2> = ( . > ) (z)e” +x (ex2> = e’ 4 e 2 @ (14 222)e"”.
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(*1) Tenim un producte de funcions. Apliquem la propietat c) del Teorema 9.2.1.

(*2) Calculem les derivades que falten.

(@) =1

(e ) (*—)—e 2x

(*a) Tenim una composicié de funcions. e*” = (go (@) amb g(z) = e* i f(z) = 2%
Apliquem la regla de la cadena. ¢'(z) =e® i f/'(z) = 2.

(*3) Simplifiquem I'expressié que queda.

) <tan(m2+4)+2cosx)'_ tan(x? 4+ 4) 4+ 2cos x

(*1) (tan(2? +4) + 2cosz) (? — 5z + 9) — (tan(a? + 4) + 2cos x)(x? — 5z + 9)’
B (22 — 5x + 9)2

1

———(2x) — 2sinx .’L'Q— T — anx2 COS T Tr —
o (COSQ<$2+4)(2) 2 )( ba +9) — (tan(a? + 4) + 2 cos 7) (2 — )

(2 — b5z + 9)2
(*1) Tenim una divisié de funcions. Apliquem la propietat d) del Teorema 9.2.1.
(*2) Calculem les derivades que falten.
(tan(z? 4 4) + 2cosz) (m M) (tan(a? +4))" + 2(cos )’
(*b) 1
= (22) — 25
o § 4)( x) sinx
(*a) Tenim la suma d’'una funcié amb una altra funcié multiplicada per
una constant. Apliquem les propietats a) i b) del Teorema 9.2.1.

(*b) Calculem les derivades que falten.
La funcié tan(z? + 4) és una composicié de funcions:
tan(z% +4) = (go f)(z) on g(x) =tanz i f(z) = 2% + 4.
Apliquem la regla de la cadena. ¢'(z) = i f(x) =2z,
cos? x
(#2 =5z +9) =22 -5
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Exercicis d’autoavaluacio

. Calculeu les derivades de les seglients funcions.
2) f(x) = (2 + 162 + 8)VaZ + Iz b) /() = s 21‘7”7 ;_1 i
&) () = n ((z +2)" ) J) = (V)
e) f(z) = \/ln (%) f) f(z) = (In(72* — 5x))4
g) f(x) = 4n"y h) f(w) = 6V
tan <6x3 + ex2+2x>
i) f(r) = Vtan? 22 + cosec bx j) flx) = st
k) f(x) = sin®(2® + 22?) ) f(z) = v/In (tan (er*+22-1))
m) f(z) =In (26(:_;) n) f(z) =1n ((4@)7””2 + 6e** — x)
Solucié

Es presenten els resultats sense simplificar.

a) (2% + 162 + 8)va? + 4z) = (2% + 162 +8)' - Va2 + 4z + (22 + 162 + 8) - (Va? + 4z)’

= (2z + 16) - Va2 + 4z + (2 4+ 162 + 8) -

1
- (22 + 4
2Vx? + 4z ( )

b V2 —1 /_ (V2z —1) (22 + 172 — 5)* — 2z — 1 ((2® + 17z — 5)*)’
) ((ac2 + 172 — 5)4) (22 4+ 172 — 5)3

2\/219[;—1‘ 2 (2? + 172 = 5)' =20 —1-4- (2* + 172 = 5)* - (22 4 17)
(x2+ 172z —5)8

(x+my34x+@”1

0 (n (L)) - () -

T
z—1
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) <\/ln (W))Q m(;““‘m) (ln <%))

242

(sm 7? + 4x) ) B
sin(x2+4x 2 o
/ 51n(z22—:—24z) z2-:_2 ) %+ 2

cos(z? + 4x)(2x + 4) (2 + 2) — sin(a? + 42)2x

s1n(x2+4x sm 12+4x (‘T2 + 2)2
—iiz T 2242

f) <(1n(7x2 — 520))4)/ =4 (In(72* - 5x))3 - (In(722 — 5z))’

3 1

=4 (In(72® — 5z))" - - (142 — 5)

722 — bx
1

T2 —

/
g) (D) = 4PV ng. (in(a? — 1)) = 4D n g

/!
h) <6“”2+4x> =6YT 4 InG6 - (Va2 + 4ZL‘)/ = 6Vt n 6 - - (2x + 4)

1
2vVx? + 4z
1
2v/tan? 22 + cosec 5x

1 1 '
= - (tan® 22 /+ < - ) )
2v/tan? 22 + cosec 5x <( ) sin(bz)

1 1 1
= : (2 tanz? - —— - (22) — —5—— - cos(hx) - 5)

2v/tan? 2 + cosec 5 cos? 2 sin®(5x)

/
i) <\/tan2 x? + cosec 5:70) = - (tan? 2% 4 cosec 5x)’

tan <6x3 + e"’”2+2x>
1+ sinbx

)

COSQ(GxSier-FQx) ' <18372 + e (2 4 2)) (1 +sin(5x)) — tan <6x3 + ex2+2x> -cos(bz) - 5

(1 + sinbx)?
k) (sin®(z® + 2x2))/ = 2 -sin(23 + 22?) - cos(z3 + 22?) - (32® + 4x)
) (Vintan (=2 1)))

1 1 1

- 2/In (tan (ex*+2e-1)) tan (ex*+22-1) " cos2 (ex*+22-1)

22 —4\%) 1 1? — 4 (2z)(secw) — (2? — 4) 8L
m) In — 5 5 .92 . 5
(x —4) secx sec? x

€x2+2x71 . (QZE + 2)
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0) (in (46 + 602 — ) = o +1662w — ()™ (1) - (142) + 6> - (2) ~ 1)

2. Calculeu les derivades de les segiients funcions.

) 3
a) f(z) = x(a* — 3z +2)* b) f(z) = 5 — 3

T T2
c) fz) = e d) f(z) =In Lo

B T N 11—z
e) f(z) = sin*(In(1 — 2?))
Solucié

Es presenten els resultats amb cert grau de simplificacié.

a) f'(z) = (2% — 3z +2)3(92% — 152 + 2)

b) J'(r) =~ 323;5

) fila) = Brel e (e o)

d) f'(z) = _x21_1

) () =~y sin(in(1 — ) cos(In(1 — 4%)
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Glossari de termes

Derivada, 4

Derivades
Taula de derivades de les funcions elementals, 4
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