Geometria de ’espai

En D'espai aff trobem:

e Punts: A(aj,a0,a3).

e Rectes: Son varietats lineals que venen determinades per dos punts o bé un
punt i un vector.

A(a,ay,85)

aleshores les equacions
V(V17 V2, V3)

Sigui r la recta determinada per r— {

que trobarem seran

— Vectorial: (x,y,2z)=(a1,a9,a3)+A(v1,v2,v3).

x=a; + A\vy
— Parameétrica: X=as + Avs
X=asz + )\Vg
A= Xl
1
I treballant una mica amb aquesta equacié trobem ¢ A=%*2 i sortiria I'e-
A\=X23

quacio:

— Continua; &L — 22 _ Xi3
Vi Vo V3

e Plans. S6n varietats lineals que venen determinades per tres punts o bé un
punt i dos vectors.
Alay,ay,2;)
Sigui 7 el pla per m — < Vv(vy, Vs, v3) aleshores les equacions que sortiran
11(1117 Uz, U3)
seran:
— Vectorial: (x,y,z)=(a1,a2,a3)+ A-(v1,va,v3)+ B-(ug,uz,u3).
Xx=aj + )\Vl + B-ul
— Parameétrica: X=ag + Ava + [5-uy
X=ag + )\Vg + ﬁ'llg

Avi + [Buy = x-aq
I treballant una mica amb aquesta equacié trobariem ¢ Avy + S-uy = x-ay

Avs + [B-u3 = x-ag
que és un sistema amb 3 equacions i 2 incognites (\, 5) compatible determinat
i aleshores:
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Vi U;p X-a1
Vo U2 X-a2 =0
V3 U3z X-a3g

X-a1 Uu; Vi
— General o implicita: | x-a; uy vy | =0 — Ax+By+Cz+D=0.
X-az3 Ug V3

Observem que el vector (A,B,C) és perpendicular a les dues direccions del
pla és a dir:

X-a1 W Vi
X-a9 Ug Vo =0— (U.Q'Vg—U.'g,'VQ)'(X—al)— (U.3-V1— ul-V3)-(X—a1)+ (U.l'Vg—
X-az3 Ug V3
uy-vy)-(x-a3) = 0, per tant el vector perpendicular sera: (ug-v3— ug-ve, uz-vy—
u;-v3, U1-ve— Ug-vy) 1 d’aquesta manera:

u-uAv=(uy,ug,uz)-( Uz-vz3— Uz-Ve, Uz-Vi— Uj-V3, Uj-Vo— Ug-Vi)= Uj-Up-Vz—
111'113'V2+ Ug-u3-vVy— 112'111'V3+ U3-Uui-ve— Uz-Ug'Vy = 0.

Analogament es faria per veure v-(ug-v3—us-vy, Uz-vi—U;-Vg, U3 -Vo—Uy-vy )=0.

Donat un pla Ax+By+Cz+D=0 el vector (A,B,C) no és un vector
del pla pero si que és perpendicular als dos vectors del pla.

Observem, també, que

e Dues rectes s6n paral-leles si els seus vectors directors sén depenents.

e Un pla i una recta sén paral-les si el vector de la recta i el perpendicular del
pla sén perpendiculars.

e Dos plans sén paral-lels si els seus vectors perpendiculars sén depenents.
e Dues rectes sén perpendiculars si els seus vecors directors sén perpendiculars.

e Un pla i una recta sén perpendiculars si el vector de la recta i el vector
perpendicular del pla sén depenents.

e Dos plan sén perpendiculars si el vector perpendicular dels dos plans sén
perpendiculars.
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Exemples de calcul de rectes i plans.

Exemple 1. Troba la recta que passa pels punts A(1,3,0) i B(3,-2,4).

A(1,3,0)

— i aleshores les equacions que trobarem seran:
AB = (2,-5,4)

o Considerem {

— Vectorial: (x,y,z)=(1,3,0)+A(2,-5,4).

x=1+2\

— Parameétrica: y=3-H\
z=4\
. ox-1 _y-3 oz

— Continua: %= = y_—5 =Z.

Exemple 2. Troba el pla determinat pels punts A(1,0,2), B(1,3,1) i C(2,1,0):

A(1,0,2)

—

e Considerem AB=(0,3,1) i aleshores les equacions que sortiran seran:

—

AC=(1,1,-2)

— Vectorial: (x,y,z)=(1,0,2)+X (0,3,1) + 5 (1,1,-2).

x=14/
— Parameétrica: y=3\+/
z=2+\ — 20
x-1 0 1
— General: y 3 1 =0— -Tx+y-3z+13=0.
72 1 =2

Exemple 3. Troba un punt i dos vectors del pla 3x-4y+z=3.

o 3x-4y-+z=3— z=3-3x+4y i aleshores (x,y,z)= (x,y, 3-3x+4y)= (0,0,3)+ x(1,0,-
3)+ y(0,1,4). Per tant el punt que trobarem sera (0,0,3) mentre que els dos
vectors seran (1,0,-3) i (0,1,4).

Exemple 4. Troba una recta paral-lela a la recta r: % = GL;l = % pel

punt (3,-2,4).
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e La recta buscada passara pel punt (3,-2,5) i tindra el vector director de r i
2x-3 6y-4 3

oV

x-S . .
per tant 4 = & = % per tant =% = yT2 = % 1 el seu vector sera (%, %,
) 3 6 3 d
3). Aixi, doncs, la recta que trobarem sera:
x-3  y+2 z2
35 T "5 T o
3 ¢ 3
Exemple 5. Troba un pla paral-lel a la recta % = y—g4 = % que conté la recta
x2 __y1 _ 3z
=T =5
e Fl pla que busquem conté la recta % =rl_ Z i per tant el seu punt (2,1,0)
i el seu vector (3,4,5) i com que és paral-lel a la recta % = y—g‘l = % laltre
vector sera (2,5,2). Per tant el pla sera:
x-2 3 2
y-1 4 5 | =0— -17x+4y+7z+30=0.
z 5 2

Exemple 6. Troba un pla paral-lel al pla 4x+y-z+5=0 que passi pel punt (3,1,2).

e Com que els dos plans han d’ésser paral-lels els dos vectors perpendiculars
hauran d’ésser depenents i aixf:

dx+y-z4+D=0— 4-3+1-24+D=0— D=-11 i el pla que sortird serd 4x-+y-z-
11=0.

Exemple 7. Troba la recta perpendicular al pla 3x+y-4z+5=0 pel punt (1,1,3).

e Com que la recta que cerquem és perpendicular al pla 3x+y-4z+5=0 el vector

de la recta sera (3,4,-4) i aixi, doncs, la recta que tindrem sera % = %1 =
z-3
—4"

Exemple 8. Troba el pla perpendicular a la recta % = é‘%l = % pel punt
(1,8,2).

1
. — — - , . X-35
e Considerem la recta 2"—31 = ilLl = % que en forma continua sera, —= =

2

3

_1
4 = %, per tant el vector del pla perpendicular sera (3, 4—11, -4), d’aquesta

manera el pla sera %x+iy—4z+d:0 i imposant que passi pel punt (1,8,2)
tindrem: %-1+%-8-4-2+d20—> d:%. Per tant el pla buscat sera:
3 1 9

e T |
2x—|—4y z—|—2 0
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