Matrius i sistemes d’equacions

Definicié. Una matriu amb m columnes i n fil-les (mxn) és una expressié de la

forma
a1 a1z ... ain
A: ag ano ... a2p
Am1 9Am2 .- Amn
on a; € R.
Exemples:
2 3 .
° A—( 9 g > matriu 2x2.
4 21 10 )
° B—( 9 5 9 ) matriu 3x2.
5 2
e C=| 6 1 matriu 2x3.
3 4

Trobem diversos tipus de matrius, aixi per exemple trobem:

e Matrius quadrades. Sén aquelles matrius que tenen el mateix nombre de
fil-les que de columnes:

( > 8 > matriu quadrada d’ordre 2.

—11 9
5 6 -3
5 4 2 matriu quadrada d’ordre 3.
12 —-10 7
6 9 7 =2
53 -1 3 . ,
414 8 9 matriu quadrada d’ordre 4.
21 9 3
e Matrius triangulars superior. Sén aquelles matrius tals que a; = 0 si

1>].
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e Matrius triangulars inferior. Sén aquelles matrius tals que a;; = 0 si j>i.

5 0 0
5 4 0
12 —-10 7
6 0 00
53 00
4 4 80
219 3

e Matrius diagonals. Sén aquelles matrius quadrades tals que a;; = 0 si j#i.

5 0

S o O O N O O

S O O o O
o O w o O =~
w o O O

e Matrius simétriques. Sén aquelles matrius quadrades tals que a;; =a;;.

S 00N W ~N 3 ©

—= W Ut O © oo
=N W Ot ~

W O = =

e Matrius antisimétriques. Sén aquelles matrius quadrades tals que aj; =
— a4
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5 8 9
-8 4 7
-9 -7 7
6 -5 -3 -1
5 3 -2 -4
3 2 8 0
1 4 0 3

e Matrius nul-les. Sén aquelles matrius tals que a; = 0.

e Matrius identitats. Sén aquelles matrius quadrades tals que a;; = 0 si j#i
mentre que a; = 1.

100

0
1

o O = o O
O = O S =

0
0
1

_— o O O

0 00

Aquesta matriu es nota per Id.

e Donada una matriu quadrada A definim ‘A com aquell matriu que resulta
de canviar les files per les columnes.

aj;  ar2 ... an ai; agr ... apl
A= a1 a2 ... aAgp L tA— a2 ag2 ... a2
Anl Ap2  --- Ann Aln A2n  --- Apn

Operacions amb matrius

Donades dues matrius nxm de la forma

all a2 Aln b11 b12 bln
A= a1 A2 ... Aoy iB — bor  bae ... by
ami Am2 ... Amn bmi b ... bun

podem definir les segiients operacions:

pdfMachine
A pdf writer that produces quality PDF files with ease!
Produce quality PDF files in seconds and preserve the integrity of your original documents. Compatible across
nearly all Windows platforms, if you can print from a windows application you can use pdfMachine.
Get yours now!



http://www.pdfmachine.com?cl

e Suma de matrius:

aj;  ae ain b1 big bin
A+ B = dg1  ag2 agn 4 ba1  bao bay,
Aml  Am?2 Amn bml bm2 bmn
a;;1 +bir ajg + byo aiy + by
o ag1 +bar  agy + bo agn + bay
aAm1 + bml am?2 + bm2 Amn + bmn
e Diferéncia de matrius:
aj; a2 alp b1 bio bin
A_B — ag1 a2 A2n . ba1 bao ban
Aml  Am2 Amn bml bm2 bmn
a;; — b a2 — big ain — b1y
. agy — bar Ay — by agy — bay,
adml — bml adm2 — me Admn — bmn
e Producte d’una matriu per un escalar:
all a2 ... A1n k-a11 k-a12 k-aln
a1 a2 ... ag k'agl k-a22 k‘ag
kA = k- no = n
aml 9Am2 ..+ Amn k'aml k'am2 k'amn

Aquestes tres operacions verifiquent les segiients propietats per qualsevols A,B,C
matrius i k i m nombre reals:

A+B=B+A (commutativa).

A+(B+C)=(A+B)+C (associativa).
e A+(0)=(0)+A=A (element neutre de la suma).

o A+(-A)=(-A)+A=(0) (element oposat de la suma).
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k-(A+B)=k-A+k-B.
e (k+m)-A=k-A+m-A.
o (k'm)-A=k-(m-A).

o 1-A=A.

Observacié: Amb aquestes propietats es diu que el conjunt de les matrius nxm
amb les operacions suma i producte per escalar és un espai vectorial sobre els

nombres reals.

e Producte de matrius: Siguin dues matrius

aj;  al2 ... ain b1 by

agy A2 ag . ba1 b
A= " 14iB=

Aml1 9Am2 .- Amn bnl bn2

amb A que té el mateix nombre de columnes que B de fil-les.

definim
aj;  ar2 ... aip bi1 by
dg; a2 ... A ba1  bay
A-B = L I

Aml  Am2 Amn bnl bn2

C11 C12 ... Cin

. Co1 C22 ... Cop

Cm1 Cm2 -+ Cmn

n
essent cij = Y . _;aix-by.

Exemples:

Aleshores

blp

(13N (5 T _(15+36 17+38) _ (23 31
2 4)\68) \ 25+46 27448 )~ \ 34 46 /-
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1 47 10 13 16
. 2 5 8 11 14 17 | =
3 69 12 15 18

1.104+4-11+7-12 1-1344-14+7-15 1.1644-17+7-18
2-104+5-114-8-12  2-13+4-5-14+4-8-15 2-16+45-174-8-18
3-104+6-1149-12  3-134+6-144-9-15 3-1646-1749-18

Les propietats més importants del producte per matrius A,B i C compatibles amb
el producte sén:

A-(B-C)=(A-B)-C (propietat associativa).

A-Id=Id-A=A (neutre del producte).

A-(B4+C)=A-B+A-C (propietat distributiva).
(A+B)-C=A-C+B-C (propietat distributiva).

Observem amb un exemple, perd que la propietat commutativa no existeix:
. L1y /o5 2\ _ (15+11 12413\ (6 5
2 4 1 3) \ 25+41 22443 ) \ 14 16 )~
. 52\ (1 1\ _(51+22 51424\ (9 13
1 3 2 4) \ 11432 11434 ) \ 7 13 )°
Observem també que no tenim en principi tampoc 'existéncia d’element invers
respecte del producte és a dir I'existéncia d’'una matriu B tal que A-B=B-A=Id.

De fet per matrius quadrades hi haurd cassos en que tindrem matriu inversa i
€assos en que no.

31
0 5

. 3 2 [ a ¢\ _ 1 0
5 0 bd/) \01
3a+2b=1

R 3a+2b 3c+2d - 10 . Ha=0 11 lucion .
5a, 5c “ Lo 1 3c+2d=0 ©5 SOMCIons pe

5¢c=0

Exemple: Sigui A la matriu A:< ) . Calcula la matriu A™.

; AN g— -1 _1:3_=3
aquest sistema sén a=0, b=3, c=3 1 d=5;-.
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Per tant Al = <

= O

l)
3
=3 :
10

Determinants d’una matriu quadrada

aj;  ape

1. Donada una matriu quadrada d’ordre 2, A:( ) definim el seu de-

dg] aA22
aj;  apg

=aji-agz —agr-a2.
dg] aA22

terminant com detA= [

ajl a1z a1y
2. Donada una matriu quadrada d’ordre 3, A=| as; as as; definim el
agy agz ags
seu determinant com

a1 a1z a13
thA = ag] a9y ags :(111'|:

dge A3 a2 a3
— Qg1- +

agz az3 azz  ass
azl azz a3

ajp a3
asy- .
dgg  aA23

a;; a2 a1z auy
dgl Az A3 A4
a3l azz a3z as4

aq1 42 43 Ay4
el seu determinant de forma analoga al cas anterior és a dir

3. Donada una matriu quadrada d’ordre 4, A= definim

aj; a1z a1z ayy
a a a a dge  Ag3 A4
21 ag2 ag3 ayq
thA = = Q11" agzo ag3 a4 —
431 a3z az3 a4

a4] A4 A43 A44

Ao A43  Ayq

aj2 a3 a4
—ag1° | azgy agzy ags | +
dg  A43 Ay |

a2 a1z alg a2 a1z alg

+asz1- | a2 agz agy — Q41° | A2 QAg3 A4

| Q42 A43 A4 agz agz as4
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4. Donada una matriu quadrada d’ordre n definim el seu determinant fixada
una columna com detA=>"" a;-A;-(-1)'"" essent Aj; el determinant que
surt d’eliminar la fil-la i la columna ji respectivament.

Exemples:
(8 5
o E 21_82—1-5_11.
(2 5 -2
e |11 4 :2[1 4}—1-[5 ‘2}+3[5 '21:-26-23+66=17.
4 3 4 3 1 4
| 3 4 3
1 4 2
5 1 4 2 4 2
e |35 1 _1[1 8}—3[1 8}+2[5 1]—39—90—12_-63.
|2 1
31307 o3 130
o =301420|—-|42 0| =23(18)-1-(-20)=34.
0420 5 1 2 5 1 2
|05 1 2

Propietats dels determinants

1. Sitots els elements d’una fila o una columna es descomponent en dos sumands,
el seu determinant és la suma de dos determinants que tenen en aquesta filera
o columna el primer i el segon sumands, respectivament, i a les altres tenen
els mateixos elements que el determinant inicial.

J[3tp 5] _[35] [55
244 2] |2 2 42|

1 4 2 1 4 2 1 4 2
e | 3+6 56 148 [ =13 5 1 |+ |6 -6 8
2 1 8 218 2 1 8

2. Si és multipliquen tots els elements d’una filera o una columna d’una ma-
triu quadrada per un nombre, el determinant queda multiplicat per aquest
nombre.
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[ 24 2 4 2 |
(1 4 2 (1 4 2
e [ 29 26 28| =2]9 6 8
2 1 8 2 1 8

3. Donades dues matrius A i B quadrades nxn aleshores det(A-B)=det(A)-det(B)
mentre que det(*A)=det(A).

4. Si intercanviem dues fileres o dues columnes d’una matriu quadrada el de-
terminant d’aquesta ultima matriu és el mateix que el de la primera pero
canviat de signe.

1 4 2 3 5 1 5 3 2 1 2 8
e |35 1|=—-|142|=]1418|]=—-]4128
218 2 1 8 1 2 8 5 3 2

5. Si una matriu quadrada té una filera o una columna amb tots els elements
nuls, el seu determinant és 0.

[ ]
N W
— Ol
o O O

I

S

6. Si una filera o una columna d’una matriu quadrada és una combinacié lineal
de la resta de fileres o columnes aleshores el seu determinant és 0.

2 3 5
e [ 1 8 4 | =0jaqueFs=3F+0-Fs.
| 6 9 15 |
(2 3 5]
[ ] 1 8 4 =0 ja que Fg :F1+F2.
| 3 11 9 |
[2 3 7 ]
e |1 4 6 | =0jaqueCs=2C+C,.
| 6 2 14 |

7. Si una filera o una columna d’una matriu quadrada se’'n suma una altra de
paral-lela multiplicada per un nombre el seu determinant no varia.
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1 25 1 2 5
e |3 1 9| =1|-2 4 23| jaquea la segona filera hi hem sumat
| 8 3 1 8 3 1
3-F-Fs
2 1 3 1 2 1 3 1
5 4 5 8 0 ¢ = 1 Fy — 3F; ()
— 2 2 2 o
* g0 9294|710 233 33 11 fent 1;3 _15515‘1((;‘3))
| 10 1 9 3 0 -4 —6 -2 4 1 (Fy
i per tant tindrem
2 1 3 1 3 -5 11
0 3 = U 2 2 3
2 2 2 _ ; _ B
0 —13 —43 —11 | 2 143 ‘613 ;1
| 0 -4 -6 -2 ) ) )
1 1 1 1 1 1
’ ; Fy —3F; (F,)
31 21 0 -2 -7 =2 )
i = fent F; — 2F, (F3) i per
2 2 2 4 0 0 —4 F, _F, (F)
111 3 0 0 -2 2 4T Ty
tant tindrem
(1) —12 —37 —12 —2 -7 2
0 0 —4 2 0 5 o
0 0 -2 2 )

Matriu inversa
Donada una matriu quadrada A de dimensié n definim la seva inversa com aquella
matriu A7 tal que A-At =A"1.A=Id.

En principi no sempre existira i en aquest apartat ens limitarem a trobar un métode
per tal de poder-la calcular.

Observem d’entrada que A-At =A-A~! =Id i aleshores per la propietat det(A-A1) =1
— detA-detA! = 1 — Si ha d’existir inversa el detA#£Q.

Calcul de la matriu inversa.

Exemple 1:
1 4 2

Sigui A=| 0 1 1 |anem a veure tots els passos que s’han de realitzar per cal-
2 1 8
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11

cular la seva inversa.

1. det(A)=1-7+2-2=11£0.

2. Trasposem la matriu trasposta de A— ‘A=

N &~

0 2
11
1 8
3. Calculem 'anomenada matriu dels adjunts de la trasposta —
[1 1} _[4 1} [4 1}
1 8 2 8 2 1
iy = | [0 2 1 2] [10 T2
N 1 8 2 8

9 1 2 4 -1

HEHEER R

7 -30 2
2 4 -1 7 30 2
adj (t -2 7 1 1 11 11
4. Finalment A™! = ;]e(t:) = — = 1221 ﬁ ?11
1 11 11
730 2
1 4 2 T 10 1 00
5. Comprovem-ho : 011 1121 %71 ITll =010
2 1 8 T O 1 0 01
Exemple 2:
3 4 2
Sigui A=| 1 0 1 |anem a calcular la seva inversa.
2 01

1. det(A)=3-0-1-4-42-4=45£0,

2. Trasposem la matriu trasposta de A— ‘A=

N &~ W

1 2
0 0
11

3. Calculem 'anomenada matriu dels adjunts de la trasposta —
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{O O} _[4 O} [4 0}
11 21 2 1
0 -4 4
adj(tA): _ L2 3 2 — 31 = 1 -1 -1
11 2 1 2 1 08 4
1 2 32 31 i
00 4 0 4 0
0 -4 4
1 -1 -1 0 11
. _ _adj(tA)_ 0 8 —4 . _ o
4. Finalment A = —+ = - =3 + F
0 2 -1
3 4 2 0 -1 1 1 00
5. Comprovem-ho: 1 01 i _71 _Tl =010
2 01 0 2 -1 0 01
Exemple 3:
3 47
Sigui A=| 1 0 1 |anem a calcular la seva inversa.
2 0 2

1. det(A)=3-0-1-8+2-4=0.

Per tant aquesta matriu no té inversa.

En resum per tal de calcular la inversa d’una matriu quadrada A cal realitzar els

segiients passos:

1. Calculem el determinant de la matriu A, si aquest determinant és 0 aleshores
la matriu inversa no existira i per tant no podrem continuar.

2. Fem la trasposta d” A— 'A.
3. Fem la matriu adjunta d’A— 24 (*A).

. 1 adj(tA)
4. Finalment A = o
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Exercicis resolts

3 1 -1 2 —1
Exercici 1. Siguin A= -2 5 3 iB=1 1 3 2 troba i calcula 2A+4B,
4 2 4 4 3
3A-2B, A-B, B-A, A% AL
3 1 -1 5 2 -1 15 10 —6
2| -2 5 3 +41 1 3 2 = 0 22 14
4 2 4 6 4 3 18 20 20
3 1 -1 5 2 —1 -1 -1 -1
e 3| -2 5 3 -2 1 3 2 = -5 9 5
4 2 4 6 4 3 0 -2 6
3 1 -1 5 2 -1 10 5 —4
. -2 5 3 -1 3 2 =1 13 23 18
4 2 4 6 4 3 46 30 12
5 2 -1 3 1 -1 7 13 -3
. 1 3 2 -2 5 3 = 5 20 16
6 4 3 4 2 4 20 32 18
3 1 -1 3 1 -1 3 6 —4
. -2 5 3 - -2 5 3 =1 -4 29 29
4 2 4 4 2 4 24 22 18
3 1 -1
e Matriu inversa d’A: | —2 5 3 — detA=2#0—
4 2 4
5 3 =23 -2 5
2 4 44 402 14 20 24
adi 1 -1 3 —1 31
Aadi — | — — = 6 16 -2 | —
2 4 4 4 4 2 8 _7 17
1 -1 3 -1 3 1
5 3 -2 3 -2 5
14 —6 8 7T -3 4
(A =| —6 16 -7 | =At=]| -3 8 -7/2
24 -2 17 12 -1 17/2
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4 5 -1
Exercici 2. Sigui A= -3 -4 1 troba A%, A3 A?%8
-3 —4 0
4 5 -1 4 5 -1 4 4 1
e A2=1| -3 4 1 3 4 1 | =] -3 -3 —1
-3 —4 0 -3 —4 0 0O 1 -1
4 4 1 4 5 -1 1 00
0 1 -1 -3 -4 0 001
100
Per tant com que A228 — AT6:3+0 (A3)76 — (Id)76 — 010
0 01

Exercici 3. Siguin A:( g :;1 ) i Bz( g ]Z ) troba els valors de a, b i ¢ per

tal que A-B=B-A.
3 —4 a b 3a 3b-4c
'A'B_<2 —3)'(0 c)_(Qa 2b—3c)

([ a b 3 -4\ [ 3a+2b —4a-3b
B'A_(o c>'<2 —3)_( 2c —3c>

3a+2b=3a b=0
Aleshores 3b-4c=-4a-3b _, ) a=c
2a=2c a=c
2b-3c=-3c b=0
p 0 O
Exercici 4. Donada la matriu A= 1 p 1
1 0 pl1

1. Troba el valor de p pel qual A té inversa.

2. Pel valor P=2 troba la matriu inversa.

px=1
3. Resol el sistema x+py+z=3 per p=2 seguint el metode de la matriu
x+(p-1)z=4

mversa.
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e Per tal que A tingui inversa cal que el seu determinant sigui diferent de 0,

p 0O O _0
per tant tindrem | 1 p 1 = 0— p*(p-1)=0— { p:1 .
10 pl b=
Per tant existira inversa sempre que p#0,1.
2 00
Per p=2 la matriu que haurem de fer la inversa sera A= | 1 2 1 | —
1 01
detA=4—
2 1 11 1 2
01 11 10
2 0 -2
Aedi | 00 2 0 20 o 2 o .
01 11 10 0 -2 4
00 20 2 0
2 1 11 1 2
2 0 0 2 0 0
(A= 0 2 =2 | A= 0 5 —3
-2 0 4 > 0 1
2x=1
El sistema per tant que tindrem sera ¢ x+2y+z=3 —
x+z=4
X % 0 O 1 %
y|=[0 31 —3 3 =142
Z 31 0 1 4 %
x x+1 x+2
Exercici 4. Calcula | x x+3 x+4
X xX+5 x+6
x x+1 x+2 x x+1 x+2
o [ x x+3 x+4 | =p,—r, | 0 2 2 =0.
x x+5 x+6 Fa=li g 4 4

Exercicis per resoldre

1. Considerem les matrius A:< at2 1 > , B:( 2b+1 1

5 b 5 ath ) troba els val-

ors d’a i b sabent que A=B.
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2. Donades les matrius

1 2 4 3 5 1 5 4
A= 3 7 5 |,B=| 2 -1 4 |,c=|4 3 -4
-2 8 -3 -6 2 -2 3

calcula:

o A+2B-5C.
e 3-A+4°C.
o A-B.

e B-A.

A-C.
A-B4+A-C.
A-(B+C).
o 'A'B

e /(B-A).

3. Troba els valors d’a,b,c per tal que les matrius segiients siguin simetriques:
1
59 a a+b
° a 7 c b b .
b 8 -3

4. Siguin A= ( é _21 > , B= ( _?i E)l ) . Resol 'equacié 3-(X-A)=2-(X+B).

2 9 4 3 3
5. Calcula A-B, *A-'B essent A= iB=| 2 2
1 -2 5 9 5

6. Calcula el determinant de les matrius A, B, C de I'exercici 2.

4 5 -1
7. Donada la matriu A= -3 —4 1 calcula A%, A% i A% A7 ¢
3 -4 0

8. Calcula el valor dels segiients determinants
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1 -1
®
9 2
[8 -1 3
e | 3 —4 2
| 2 2 4
[1 -2 1 2
2 3 3 2
[
5 4 2 3
|2 5 4 5
(6 -2 4 1
4 3 3 0
[ ]
5 9 2 -1
| 2 5 —4 5
a 1 -1
9. Resol la segiient equacié | -a a-1 0 =0.
-1 -2 a+l

10. Calcula la inversa de les segiients matrius

(13)

—1

[ ]

S WN OWwWN N WO
|
[\

N = = =N RN W
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