Concavitat 1 convexitat d’una funcio.

Definicié. Sigui y = f(z) una funcié derivable en un interval (b, ¢). Direm que la
funcié és concava en un punt = a si exiteix un interval (b7, ¢/) que conté a tal
que la recta tangent en el punt x = a és menor que la funcié per qualsevol punt
pertanyen en aquest interval.

Definicié. Sigui y = f(z) una funcié derivable en un interval (b, ¢). Direm que la
funci6 és convexa en un punt x = a si exiteix un interval (b7, ¢/) que conté a tal
que la recta tangent en el punt x = a és major que la funcié per qualsevol punt
pertanyen en aquest interval.

Definicié. Sigui y = f(x) una funcié derivable en un interval (b, ¢). Direm que la
funcié presenta un punt d’inflexié en x = a si la funcié en aquest punt canvia de
céncava a convexa o de convexa a concava.

Teorema.

(i) Sigui y = f(z) una funcié continua i derivable aleshores fj > 0 al voltant
d’un punt x = a si 1 només si [ sera concava al voltant del punt x = a.

(il) Sigui y = f(z) una funcid continua i derivable aleshores fy < 0 al voltant
d’un punt x = a si © només si f és convexa al voltant del punt x = a.

(iii) Sigui y = f(x) una funcid continua i derivable aleshores fj(a) = 0 aleshores
f pot presentar un punt d’ inflexié en x = a.

Exemple 1. Troba la concavitat i convexitat de la funci6 f(x) = 23+ 322 —2x+1.

e El domini d’aquesta funcié sén tots els nombres reals ja que és un polinomi
per tant igualarem la segona derivada a 0:
fr(x) =322 +6x—21i fj(x) = 62+6 =0 — x = —1. Aixo permet separar el
domini en dos intervals (-oo, —1) i (=1, +00) amb la qual cosa donarem un
valor de cada interval i el substituirem en la segona derivada si és positiva
sera concava mentre que si es negativa sera convexa.

f1(—=2) =6:(—2) +6 = —6 < 0.
£1(2) =62+6=18>0.

Per tant, f sera convexa entre (—oo, —1) mentre que sera céncava en (—1, +00)
a més a més f presentara un punt d’inflexié en el punt (—1,7).
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Exemple 2. Troba la concavitat i convexitat de la funcié f(z) = .

e El domini d’aquesta funcié és D = R\{£1}, si ara fem la segona derivada
d’aquesta funcié tindrem:

—2(x2-1)2-2-(22—-1)-22(—2x —2(x2-1)+8z <2
f/( ) = 352721)2 - f.]( ): ( ) (x2( )7 Lz Exz,lgj = (gzjgs =

0 — 622 +2 = 0 i aquesta equacié no té solucié. Per tant si dividim la recta

real tenint en compte el domini tindrem R = (—oo0, —1) U (—1,1) U (1, +00).
6-(-2)%42

f1(=2) = {« (2)%_—?)3 = % > 0.

H0)=2 =2 <.

f1(2) = 2222323 = ﬁ > 0.

Per tant f sera céncava en (-oo, —1) U (1, 4+00) i convexa de (—1,1) pero no
tindrem punts d’inflexié ni en x = 1 ni en z = —1 ja que sén punts que no
sén del domini.

1

Exemple 3. Troba la concavitat i convexitat de la funcié f(r) = 5.

e El domini d’aquesta funcié sén tots els nombres reals, si ara fem la segona
derivada d’aquesta funcié tindrem:

—2(2241)2—-2-(22+41)-2x(-2x -2(x2+1)+8z <2
f/( ) - x2+1)2 - fJ( ) = L )(I2J(rl)j) s ((zikl);g = (22+1§3 =

0 —-6x2—-2=0—a2= \/j i la recta real queda dividida de la forma

R = (—o0, — \/;,\/7 §,+oo)
_ 6«

~-2)272 —
11(=2) = Taprap = 1 > 0

P (0)==2 = -2 <0.

, 92_
f (2):(6222+1)23 - 125 > 0.

Per tant f sera céncava en (-oo, — %) U ( %, +00) i convexa de (—\/g,\/g)

i tindrem dos punts d’inflexi6 en (—\/; 3), (\/g, 3).

Exemple 4. Troba la concavitat i convexitat de la funcié f(z) = £,

e El domini d’aquesta funcié és D = R\{1}, si ara fem la segona derivada
d’aquesta funcié tindrem:
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z—1)—(x4+3 4-2(x-1
f/(:E) = % - fJ( ) (x 1 f//( ) = (x£1)4) = (m_gl)a - (x_81)3 =
0 — 8 = 0 i aquesta equacié no te solucié. Per tant si dividim la recta real
tenint en compte el domini tindrem R = (—o0, 1) U (1, +00).

f1(=2) = (—2(31)3 - —i27 <0.

Per tant f sera céncava en (1,+00) i convexa de (—oo, 1) perd no tindrem
punts d’inflexié ni en z = 1 ja que no és un punt del domini.

Exemple 5. Troba la concavitat i convexitat de la funcié f(z) = 5.

e El domini d’aquesta funci6 és D = R\{1}, si ara fem la segona derivada
d’aquesta funcié tindrem:

f;(X):2z~(x—1)—X2 _ x2-2x __ N (X): (2x-2)-(x-1)2—2(z—1) (z2—2z)

(z—1)2 7 (x1)? (z—1)*
(Xf1)'((2)('%;?{1')?'2(}{2721)) = (131)3 = 0 que no tindra cap solucié i per tant el
domini queda dividit en R = (—o0,1) U (1, 4+00)
£(0)=-2 <0,
£7(2)=2>0

Per tant f sera convexa en (1,+00) i concava de (—oo, 1) pero no tindrem
punts d’inflexié ni en z = 1 ja que no és un punt del domini.

1
x244"

Exemple 6. Troba la concavitat i convexitat de la funcié f(x) =
e El domini d’aquesta funcié és D = R, si ara fem la segona derivada d’aquesta
funcié tindrem:

- Xz 2 x2(x? €T x2 2 22
fr(z) = xz—ﬁp =0— filz) = 2( +4>(;i4§g +4)2e _ ( +4)((x2(+4;4)+8 ) _

X:\/Z
(Gﬂgijj; =0— ?:1 i per tant el domini queda dividit en D =R = (-
3

00,- \/7 %, \/g)u ( %, +00) i seleccionant un punt de cada interval
tindrem:

f(-3)= 125>0
f”(O):—<O
£ (3)=1g
Per tant

250,
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e fconcava en (—oco, —y/3) U (1/3, +00)

e f convexa en (—\/g, \/%)

e f presenta dos punts d’inflexi6 en (-/3,2) 1 (1/3, 2).
Exemple 6. Representa graficament f(z) = z-€*.

e El domini d’aquesta funcié és D = R, si ara fem la segona derivada d’aquesta
funcié tindrem:

f'(x)=e"+x-e* =e*-(14+x)=0 — " (x)=2e"+x-e* =0 — *(24x)= 0 — x=-21
per tant el domini queda dividit en D = R=(-00,-2) U (-2, +00) i seleccionant
un punt de cada interval tindrem:

7 (-3)=—e3<0.
£7(0)=2>0

Per tant, trobem que

f concava en (-2, +00).
f convexa en (-00, —2).

f presenta un punt d’inflexié en (-2, —2e72).
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