1.5. EXERCICIS RESOLTS 13

1.5 Exercicis resolts

Exercici 1. Estudia la continuitat i la derivabilitat de la funcié

) = 22+1 si <0
] 422 +1 si o 2>0

Observem que f(x) sera derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt
x = 0. Comencem per estudiar la continuitat de f(z) en el punt = = 0 ja
que si

f(z) no és continua en el punt = = 0, aleshores ja no sera derivable.

f(0)=02+1=1

limgo-22+1=1

limg_o+r 422 +1=1

Per tant, f és continua en el punt z = 0 i d’aquesta manera té sentit estudiar-ne
la seva derivabilitat,

. Zz'mxﬂmw = limxﬂw% = limxﬂm% =limy_g+4 =4

° limmqgf%g(o) = limzﬁofﬁ;j_lo_l = limm_,of%z = limy_ogx =0
Per tant f és derivable a tot arreu excepte en el punt x = 0 on f no és
derivable ja que limmﬂmw =+ limxﬂo—%.

2¢v si <0

La derivada de f és, doncs, f/(z) = { 87 s 150

Exercici 2. Estudia la continuitat i la derivabilitat de la funcié a partir dels valors

deaib.

CcosS T si z <0
flx) = a+2? si 0<z<1
bog or>1

xT

e Observem que f(z) és continua i derivable sempre excepte, pot ser , en els
punts x =0iz = 1.

Comencem estudiant, doncs, la continuitat de f(z) en x =01z =1,
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14 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

f0)=a+0"=a

limy,_o+ra+ 2> =a

limy_.gcosx =1

I, aleshores, per tant a = 1.

f)y=a+1*=a+1

lim, 1,-a+2>=a+1

szx_)ﬁ =b

I, aleshores, per tant b =a + 1 = 2.

Aixi, doncs, per tal que f pugui ser derivable caldra tenir la funcié

CoS T si x <0

f(x) = 1422 si 0<z<1
g or>1

xT

Estudiem, ara, la seva derivabilitat en z = 0

limxﬂmw = limg,_o+ 1+“’01 = lim,_o+ =25 = limy,_o+x = 0.
limy_ - 7(”2 g(o) = limy_g- 2= = 5in0 = 0.

Per tant, f és derivable en x = 0, vegem que passa en z = 1.

2.
lim x—1t7" 1 L) AL ) f(l) - limx%l"' ;—21 llmXHlﬁ‘% = lZmXHl‘*’ 2 — —2.
limx_df% = lim,_,- 1;:'2 = limy_,- 2= 21— limy -z 4+1=2.

Per tant f no és derivable en z = 1.

Aixi, doncs, la derivada de f en general és,

-sinx si z <0
fr(z) = 2z si 0<z<1
—I—bQ si z>1
e?—1
—.

Exercici 2. Troba el valor del segiient lfmit, lim,_,
e Sigui f(z) = e” i observem que lim,_, <= = f1(0) = ¢’ =1

sinx
-

Exercici 3. Troba el valor del segiient lfmit, ltm,

e Sigui f(z) = sinx i observem que lim,_,*"% = f1(0) = cos0 = 1
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1.5. EXERCICIS RESOLTS 15

Exercici 4. Troba la recta tangent a la corba f(x) = 2> — 3z — 4 en els punts de
tall amb l'eix X.

e Anem a buscar els punts de tall d’aquesta funcié amb la recta y = 0.

1? —3r—4=0— g =320 = 35 amb gy = 4§ 2, = —1. Per tant, hem
de trobar la recta tangent en els punts x1 =41z = —1.

fr(x) =2z —3

f(4)=0

fr4)=24-3=5

Aleshores, tindrem y— f(4) = fr(4)-(r—4)— y—0=5-(xr—4) — y = 5x—20.
fi(ae) =223

F4)=0

F14) =2:(~1) -3 = -5

Aleshores, tindrem y — f(4) = fr(4)(x —4) - y—0 = —5:-(z — 4) —
y = —5dx + 20.

Exercici 5. Escriu la recta tangent a la funcié f(x) = 2> — 6z en els punts de tall
amb la recta y = x.

e Anem a cercar, primerament, els punts de tall de la funcié amb la recta

Yy =T
y = 2 — 6x 9 9 Ty =
=2 —br=2=2"—Tr =0= . Per tant,
Yy=x Ty = 7
haurem de buscar les rectes tangents en els punts x; =012y = 7.
f(0)=0
f1(0) =2-0 — 6 = —6. Aleshores, y — f(0) = f/(0)-(z —0) - y = —6-x
f(7)=0

f1(7) =27 —6 = 8. Aleshores, y — f(0) = f1(0)-(x —0) - y =8(z — 7).

Exercici 6. Troba en quin punt les rectes tangents a les corbes f(z) = 22 —3z+5
i g(x) = 32% — b + 2 s6én paral-leles.

e Dues rectes sén paral-leles quan les seves pendents sén iguals, per tant, com
que fr(z) = 2z — 31 g/(xr) = 6z — 5, haurem d’igualar els seus pendents i

aleshores, resulta que, 2r —3=6x —5 — —4do = -2 - o = %
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16 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

Exercici 7. Troba en quins punts la recta tangent a la grafica de la funcié f(z) =
2?2 + 22 — 3 té pendent horitzontal.

e Per tal que la recta tangent tingui pendent horitzontal cal que la seva deriva-
da valgui 0 i per tant tindrem que f/(z) =2z +2=0— 22 = -2 — x = —1.

z+3

Exercici 8. Troba totes les rectes tangents a la grafica de la funcié f(z) = 2=

que tenen de pendent —1.

e Com que el pendent de la recta tangent és la derivada haurem d’igualar
fr(z) = —1. Per tant, fr(z) = L5557 = -1 —» =5 = -1 — 4 =
(r—1)2 - 2z—1=42— z =142 Aixi, doncs, tindrem dues solucions

Ty = 31 Tog = —1.

&) =5 =3

f13) = -1

Aleshores, tindrem que y — f(3) = f/(3)(z —3) - y—3=—-1-(z —3) —
y=—x+6

f3) =2 =-1

f13) = -1

Aleshores tindrem que y — f(—1) = f/(—-1)-(z+1) - y+1=—-1-(x+1) —
y=—-x—2

Exercici 9. Troba la recta tangent al grafic de la funcié f(z) = x—il que és
ortogonal a la recta y = 9x — 2.

e Per tal que dues rectes siguin perpendiculars cal que el producte dels seus

pendents sigui -1. Per una banda el pendent de la funcié f(z) = w—_lﬂ és
fr(z) = ﬁ i per altra, el pendent de la recta és 9. Aix{, doncs, caldra que
ﬁ(Q) =-1—(r4+1)2?=9 > zr+1=2431aleshores 1 =21 15 = —4.
_ 1
f2)=3
_ -1
f12) =5

Aleshores la recta tangent que tindrem sera y — f(2) = f1(2)-(z — 2) —
1_ 1

y—3=—g(z—-2)

@) =3
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1.5. EXERCICIS RESOLTS 17

fr2) =4
Aleshores la recta tangent que tindrem sera y — f(—4) = f/(—4)-(x +4) —
y+i3=—2(r+4)

Exercici 10. Troba la recta tangent i la recta normal a la corba y = 234522 —3x+2
en el punt z = 1.

e La forma de la recta tangent de y = f(x) en el punt x = 1 sén,
FA)=13+512-31+2=1+5-3+2=5
F1(1) =312+ 101 — 3 = 10
y—f()=f1)(x—1)=y—-5=10(z—1)=y=100 -5

Per altra banda, la recta normal a la corba en z = 1 és la recta perpendicular
a la recta tangent i per tant la seva equacio sera

—1
~1

Aleshores y-5=73+(x-1).

Exercici 11. Troba la tangent a la parabola y = 22 + 3z + 1 que sigui paral-lela
a la recta y = 2x — 5.

e En aquest exercici, caldra imposar que el pendent de la parabola sigui el
pendent de la recta. Per tant, 20 +3 =2 = 2r = -1 =z = _71 Per tant
1

caldra trobar la recta tangent en el punt r = =-.

P = (G743 1= - dr 1=
f3) =2(3) +3=2

I per tant, sera,

v ) = fHa+3)
L]
y—f‘g— ($+§)

Exercici 12. Donada la funcié f(z) = 2% + 3x — 4 troba la recta tangent i
la recta normal a la corba en els punts de tall amb 'eix X.
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18 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

e En aquest problema, observem que cal igualar la corba f(x) = 2% 4+ 3z — 4

y=a>+3r—4

a y=0 i per tant resoldrem el sistema { i caldra resoldre

y=20
., _ _ I = 1 .,
Pequacié @* + 3z —4 =0 — x = =3Ev25 — 355 — { e Aix{, doncs,
T9 — —
les rectes tangents i normals seran en x1 =11 2o = —4

f1)=0

fr(l)=21+4+3=5

Recta tangent y = 5-(3& —1)
Recta normal y = =+-(z — 1)
f-4)=0

Fr(—4) =2.(-4) +3=—5
Recta tangent y = —5-($ +4)
Recta normal y = £-(z + 4).

Exercici 10. Troba la recta tangent al grafic de la funcié f(z) = 2> + 3z — 2 que
passa pel punt (1,0).

e Observem en aquest cas que el punt donat no passa pel punt (1,0). Per tant,
busquem de totes les rectes tangent la que passa pel punt (a,a? + 3a — 2) i
té per pendent f/(a) = 2a + 3.

La recta tangent sera doncs y — (a* + 3a — 2) = (2a + 3)-(x — a) i imposem,
ara, que passi pel punt (1,0).
—a®> —3a + 2 = (2a + 3)-(1 — a), que dona l'equaci6 a*> —2a — 1 = 0 —

a=% V24+4 = 2i2‘/§. Aixi, doncs, tindrem per rectes tangents:
Sia= 2508 —y— (355)2 + 3258 _9) = (2258 1 3).(z — (250)).
Sia=2558 -y ((355) +32 f —2) = (258 +3) (=~ (350)).

Exercici 14. Donada la parabola y = (z — 1)? troba les equacions de les rectes
tangents que passen pel punt (0, 0).

e En aquest cas, observem que el punt (0,0) no és de la funci6, per tant
buscarem totes les rectes tangents a la corba que passen pel punt (a, (a—1)?).

fla) = (a—1)
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