Solucions examen 3

1.- Estudia la continuitat © la derivabilitat de les funcions

(1) ,
24—
f(x):x2+5x—6

(i)

f(2) = 4+4r—1 si z<1
N T+ 3 sioz>1

Solucid. (i) El domini de la funcié f(z) = % és D = R\{1,—6}. Observem

que f(x) sera continua a tot arreu excepte, pot ser, en el punt z = —6 iz = 1.

Vegem que passa en © = —6.

_R) — 6%246-2 __ 40 .
o f(—6)= 21566 — 0 No existeix.

. 2 _ . . .. . .
) szxﬂ_(;%";_zﬁ = 4—00 = oo — f presenta una discontinuitat inevitable essen-
cial en x = —6 i, per tant, tampoc sera derivable en aquest punt.

Vegem que passa en z = 1.

o f(1)= L££=2 _, No existeix.

124516
. 224x—2 _ 0 _ g; (z—1)(z+2) _ g. (z+2) 3
L4 llmxﬂlm =0~ lmeﬁlm = lmeHl (16) 7 — f presenta una

discontinuitat evitable en 2 = 1. Per tal d’ evitar-la construim la funcié
2+ -2 .

fz) = g S v #1

2 s oz=1

D’ altra banda, tampoc sera derivable en x = 1.

(ii) El domini d’ aquesta funcié sén tots els nombres reals. Observem, doncs, que
f(z) sera continua a tot arreu excepte, pot ser, en el punt x = 1. Comencem per
estudiar la continuitat de f(z) en el punt x =1
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e f(1)=1+3=14
o limy, ,-2%+40 —1=4

o lim, 4+x+3=4

Per tant, f és continua en el punt x = 1 i, aleshores, podem estudir-ne la seva
derivabilitat

o lim,_,- {10 = mqul-—x e = i, SR = i,y S
= lim, ,;-(z+5) =
o lim, 1+ f(g;): {( ) = lim, .+ L — limg g+ 2 = limg_q+1 = 1.

Per tant, f és derivable a tot arreu excepte en el punt = 1 ja que en aquest punt
limy LB £ gy, @)
T z—1 T— z—1

2.- Demostra que lequacié x* + 5x3 + 222 + x = 3 té almenys una solucid en
Uinterval [0,1].

Resolucio

Sigui f(z) = 2* + 52 + 222 + 2 — 3 aleshores resulta que,

e f és continua en [0, 1] ja que és un polinomi.

e f(1)=1"+5134+212+1-3=6>0
F(0)=0*+508+202+0—3=—-3<0.

Aleshores existeix, pel teorema de Bolzano, un punt ¢ € [0, 1] tal que f(c) = 0.
Es a dir, ¢* +5¢2 4+ 2¢2 + ¢ — 3 = 0 i, per tant, ¢* + 5% + 2c2+ ¢ = 3

3.-Deriva:

o f(z)=(z*+522+2x—1)® — f'(x) = 6-(z* + 52 + 2z — 1)%(4x® + 102 + 2)

o f(x)=sin(e” +4x — 2)-In(z) — f'(x) cos(e® + 4z — 2)-(e” + 4)-In(x) + iCOS
(e + 4z — 2)

o f(z) = arctag(3;:

o f(z)=n(4"=3z) = f'(z) =

_ ’ . 1 2(3z4+4)-3(2z—1) __ 11
) - f( ) T OIH(ED)? (3z+4)2 T (1+(355)?) (3 +4)?

(474 — 3)
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o f(z) = (22 + 2+ 3)% 1 — In(f(x)) = In(2® + z + 3)* 1 — In(f(x)) =
(22 —1)-In(x* + 2+ 3) — ﬁf/(x) =2In(r?+2+3)+ 2 .2r-1) —

(@2 +z+3)
fi(x) - (21'ln($2 +a+3)+ Fiig (20— 1) f(2) — fi(x) = (2n(2® + o+
3)+ ity (20 — D)} o 43P0

4.- Donada la funcié f(x) = 2® +x — 2

(i) Troba la recta tangent i normal a la funcié en el punt r=3.

(ii) Troba la recta tangent a la funcid que és paralelela a y=13x+35.

Resolucié. (i) Recta tangent,

Recta normal,

—_—1x+ﬁ
Y= 10

(ii) Dues rectes paral-leles tenen el mateix pendent. Per tant,

e El pendent de la recta y = 13z + 5 és 13.

e El pendent de la recta tangent a f(z) = 22+ 2 —2 en x = a és la derivada—
f1(z) = 2x+1— f1(a) = 2a + 1. Per tant,

20+1 = 13
12
—= _— = 6
¢ 2
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Recta tangent en x = 6
y—f(6) = [f(6)(z—6)

y —40 13(z — 6)
y = 13z —38

Exercici 2. Troba la monotonia i els extrems relatius de les funcions

(i)
f(z) =22° — 62 — 4
(i)

(iii)

Resolucid. (i)
f(z) =22° - 62 — 4

Observem que aquesta funcié és un polinomi i per tant el seu domini seran tots
els nombres reals, per veure el creixement i decreixement d’aquesta funcié caldra
simplement igualar la primera derivada a 0:

Ir =

To — -1
la recta real en tres intervals R = (—oo0, —1) U (—1,1) U (1,4+00) i donem un valor
per cada interval si la derivada en aquests punts és positiva la funcié sera creixent

fr(r) =622 —6=0— 622 —6 =0 — , la qual cosa permet separar

mentre que si es negativa serd decreixent.

o f1(—2)=6(—2)>—6=18> 0.
£1(0) = 6(0)2 — 6 = —6 < 0.
f1(4) =3(2)2 =6 =6 > 0.

Aixi, doncs, tindrem que f és creixent en (-0o,—1) U (1,+00) mentre que és
decreixent en (—1,1). Per tant tindrem un maxim r = —1 que valdra 2(—1)3 —
6(—1) —4 =01 un minim en z = 1 que valdra 2(1)? — 6(1) — 4 = —8.
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(i)
f(2) = (@ +3)e"

Observem que aquesta funcié té per domini tots els nombres reals, per veure el
creixement i decreixement d’aquesta funcié caldra simplement igualar la primera
derivada a O:

fi(x) =e*+(x+3)e* =0 — e*(x+4) =0 — v = —4, la qual cosa permet
separar la recta real en dos intervals R = (—o0, —4) U (—4, +00) 1 donem un valor
per cada interval si la derivada en aquests punts és positiva la funcié sera creixent
mentre que si es negativa sera decreixent.

o fI(—H)=¢"—2¢e"=—¢" <.
f10) =€+ 3" =4>0.

Aixi, doncs, tindrem que f és decreixent en (-0o, —4) mentre que és creixent en
(—4, +00). Per tant tindrem en x = —4 un minim que valdra f(—4) = —1-¢ 2.

(i)

2
f(x):$2—9

Observem que aquesta funcié té per dominiD(f) = R\{%3}, per veure el creixe-
ment i decreixement d’aquesta funcié caldra simplement igualar la primera deriva-

da a 0:

fr(z) = Zm(f;;,gi)?ﬁ = (;23311)2 =0 — z = 0, la qual cosa permet separar la recta

real en quatre intervals R = (—oo, —3)U(—3,0)U(0, 3) U (3, +00) i donem un valor
per cada interval si la derivada en aquests punts és positiva la funcié sera creixent
mentre que si es negativa sera decreixent.

Aixi, doncs, tindrem f és creixent (-0o,0) mentre que és decreixent en (0, +00).

: -~ g \ _ 1 _ 1
Per tant tindrem en r = 0 un maxim que valdra f(0) = 5 = —3-
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