1.2. FUNCIONS DERIVABLES. 3

1.2 Funcions derivables.

Definicié 1.4. Sigui f : D € R — R una funcié. Aleshores, direm que f és
derivable en un punt x = a si compleix,

fle) = fla) _, . f(z) — f(a)

T —a r—a

limy_q+

d’aquesta manera, anomenarem derivada de f(z) en el punt = = a,

f(z) = f(a)

' =li T—a
f'(a) =lim P

Si fem el canvi de variabler = a + h obtindrem una férmula equivalentment,
fla+h)— f(a) fla+h)— f(a)
h h

d’aquesta manera, anomenarem derivada de f(x) en el punt x = a,

lz’mh_>0+ = limh_)()—

Exemple 1.5. Troba la derivada de la funciéf(z) = 2> + 2 — 1 en el punt x = 2.

o [1(2) = lim,_o IO —lim,_, el i,y P26 =y, (43 22)

2
= lim,_.5(z + 3) = 5.

Observem que, tota funcié derivable és continua ja que com que existeix

limxﬁaw, ha de succeir, aleshores, que lz'mx_mw =

limg—a(f(x) — f(a)) = 0 i d’aquesta manera lim,_.f(z) = f(a), q
és la condicié de continuitat en el punt x = a.

1 per tant
e justament

= olo

22 +3r—2 si <0

97 — 9 § 150" Estudia’n

Exemple 1.6. Donada la funcié f(z) = {
la seva derivabilitat.

Observem que f(z) sera derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt z = 0.
Comencem per estudiar la continuitat de f(z) en el punt z = 0 ja que si f(x) no
és continua en x = 0, aleshores ja no podra ésser derivable en aquest punt.

e f(0)=0*+30—-2=—-2.
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4 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

o lim, o122+ 31x—2=-2.

o lim, +2x —2=—-2.

Per tant, f és continua en el punt z = 0 i d’aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,

. x)—f(0 . 2413x—242 . 2.3 . - (z+3
° lZmzﬁo— I azfg( } = llmxﬂo— . +xai0 2 = l'lm:z:HO_ xxtox = lzmxﬂl)_ 3(st L =
lim, - (x +3) = 3.
li (w) ()—l' 20-242 _ [, 2t _ 9
® (1My_0+ UMy 0+~ ;=g = UWMgo+7, = 4

Per tant, f és derivable a tot arreu excepte en el punt z = 0 ja que en aquest punt

limmﬁo—% # lim,_o+ (x) f(o).

2 _ : <
Exemple 1.7. Donada la funcié f(z) = { ;xtéx 8 : i;g . Estudia’n

la seva derivabilitat.

Observem que f(x) sera derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt x = 0.
Comencem per estudiar la continuitat de f(z) en el punt z = 0 ja que si f(x) no
és continua en x = 0, aleshores ja no podra ésser derivable en aquest punt.

e f(0)=0%2+20—-8=-8.
o lim, ,o-2%+ 22 —8 = —8.

o [im, ,o+2x —8 = —8.

Per tant, f és continua en el punt x = 0 i d’aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,

° Zimmao—%:g(o) = limar—>0—332%:0&r8 = limg_o- Iiﬁx = limg_o- I.SC_JBQ) -
[ llma;_)0+L(:'() — llmm_>0+ 2x— 83—8 — lme_>0+2 — 2
Per tant, f és derivable, també en el punt z = 0 ja que lim, o- f(rgz:g(ﬂ) _
limg_o+ —f(miig(o) .
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1.3. TAULES DE DERIVADES.

1.3 Taules de derivades.

Fins, ara, hem avaluat la derivada d’una funcié en un punt x = a concret. Imag-
inem, pero, que nosaltres volem calcular la derivada d’'una funcié no en un punt
concret, si no en un punt genéric x. Aleshores tindrem la taula de derivades,

fl@)=k  fr(x)=0

fl@) =z fr(z)=1
fle)=a™  fr(z) =na""!
fl@)=Iz fr(z) =1

flx) =€ fr(z) =e

f(z) = sinx  f1(x) = cosx
f(x) =cosx  fI(x) = —sinx
f(z) =tagz  fr(z) = —5=
f(x) =arcsinx  fI(z) = \/117
f(z) = arccosz  fr(x) = \/iﬁ
f(x) = arctage f1(x) = 7

A més a meés, les principals propietats que trobem pel que fa a les derivades sén:

o (f+9)(z)=[fr(z)+g/(x)

o (f —g)(z)= fr(z) — g/(x)
o (f-g)(x) = fr(x)g(x)+ g/(x) f(z)
o (kf)N(x)=k-fi(x)

[1(x)-9(x)—g/(x)-f(x)
(9(x))?

Exemples:
o f(z)=a%— fI(x) = 32?
o f(v) =42 — fI(z) =42z =8z
o f(z) =243z — fI(x) =22+3
o f(v)=>523+42*—-3x+2— fr(x) = 1522+ 8x — 3
o fl@)=Va?=aF - fi(z) =323 = Fa =
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6 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

o fo)=Vr=27— fi(z) =277 = LoT = ;1o

o f(x)=(2*+3x—1)sinz — fl(x) = (2x + 3)-sinx + (x*> + 3z — 1)-cosx
o f(z) =e"sinx — fI(x) = e*-sinx + cosz-€”

o f(x)= (2 +3x)Inx — fr(z) = 2z + 3)-Inx + +-(2? + 3x)

o f(z)=(2*+3z— 2)-cosx — f1(z) = (2x + 3)-cosx — sinz-(z* + 3z — 2).
o f(x) =35 - fi(x) = HEL — 2l

o flo) = miin — file) = HEEEEAGHEE = sty

o flz) = 521 = fila) = S

o f() = 2L s fi(p) = 2 arersger

Vegem també la demostracié d’algunes de les propietats més importants que hem
citat anteriorment.

o (f+9)(x)=f(x)+g(x)

(f+g)/( ) limmﬂa(fﬂ)(x;_éfﬂ)(a) — limgy_, f($)+g(2:£(a)—g(a) — limy., f(d?;:i”(a)

e (f-9)'(x)=f"(x)-9'(x)

(f—g)(a )Zlimgg—m (=9 @)= (f=g)(a) _ limx_mf(x)—g(x)—f(a)+g(a) = lim,_., f(x)—f(a)

Tr—a

—lim, ., 22 — f'(a) — ¢/ (a)

o (F9)'(x)=F"(x)-9(x)+9’(x)-f(x)
(f-9)Na) = limy_q V9@ _ jip,  J@)9@=f(a)e(a)

r—a r—a

f(@)-9(x)=f()-9(a)

lim, . [Eyo@ i @)oe)~f @) o) f@)o@) _ pjn
- lim,_, L@t @@ f@ @@ g@) g (S
f1(a)-g(a) + f(a)-g/(a)

o (£)(x) =L (z)‘g((g@) (2)(z)

. La)yL@ . L@)-L@ . 2)-g(a)—f(a)-g(x
(5)(&) - llmm_’“ ’ a:—!t]z - llmx—"l ! x—j o llm””_’a (gzmg)('gza)f((mzz)( L=
: F(@)-g(a)—f(a)-g(x)— f(a)-g(a)+F(a)-g(a) _ 7 f(x)-9(a)—f(a)-g(a)
limg —.q 9()-9(@)-(@—a) = Moo= Gy g(@ o) T
: f(a)-g(@)+f(a)-gla) _ fi(a)-g(a)—g(a)-f(a)
1My —a =0 gl (a—a) = 0@)?

pdfMachine
Is a pdf writer that produces quality PDF files with ease!
Produce quality PDF files in seconds and preserve the integrity of your original documents. Compatible across
nearly all Windows platforms, if you can print from a windows application you can use pdfMachine.
Get yours now!



http://www.pdfmachine.com?cl

1.3. TAULES DE DERIVADES. 7

Siguin f(z) i g(x) dues funcions derivables tals que Img C Domf. Considerem
Uaplicacio h(x) = fog(x) = f(g(x)). Aleshores,

hi(x) = fr(g(x))-g/(x)

En efecte, sigui h(x) = fog(x) = f(g(z)), aleshores tindrem que h/(z) =

HoeD S — [y, LoD Sale)) sleloole) _ pipy, , HoNIele). gto) gt

limg_.,

= f1(g(x))-g/(x). Com a conseqiiéncia d’aquest resultat tenim una nova taula de

derivades,
flw) = (f(@)" fr(x) = n(f(x))" - f1(2)
f@)=Inf(z) fr(z) =L
fl)= /@ fila) = S0 fr(a)
Fa) = sin f(z)  fi(x) = cos f(z)-fr(z)
f(x) =cos f(x) fI(z)= —sin f(z) fI(z)
flz) =tagf(z) fI(z) = ooy f/(@)
(o) = aresin f(x)  f1(r) = —Lfi(x)
() = anceos f(x) () =~ fi(x)
f(z) = arctagf(z)  fi(2) = 700 [ (@)

Exemples:

o f(z)=(22+32z—-2)*— f1(z) = 4(2® + 32 — 2)3-(22 + 3)

x (smx + 6) — fi(x) = 2-(sinz + 6)-cosx

fz) =
fz) =
fz) =
f(x) = sin(z® +1) — fr(z) = cos(x® + 1)-322
fz) =
f(z) =
/()

°
o X esine _, f/( )— ST . cosx
° x (1 + smx) — f’( ) - 1+81im-cosx
o f(1)= arcszn(l‘ —1)— fr(z) = \/ﬁme
—1)— 2 —
o fl@)=n(2) = file) = g LR = gty

o f(x) = cos(sin(z? —3)) — f1(z) = —sin(sin(z? — 3))-cos(x?® — 3)-2x
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8 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

o f(x)=cos(vVa?—3)— fI(zx) = —sin(\/x2—3)-2.\/;2—_3-2x = %
o f(z) = sin(6x3)* — fI(x) = cos(623)?-2-623-182% = 216-2°-cos(62°)?

o f(x) = sin?(623) — f1(x) = 2-sin(6x3)-cos(62%) 1822 = 36-2%-sin(122?)

L4 f(ﬂf) = ln( \ x2 + ]‘) - f/(x) = \/1.;4,1'2_\/1.124,1.21‘ = x2x+1
° f(x> — 4:E3+4:1:273m+5 N f/(x) — 4x3+4x273x+5_(3x2 + 81, _ 3)ln4

T— 3:(22—8)—2-(3xz—2 _
o f(z)= l”(%) — fi(z) = g;_ljg ( (2;—8)(2 ) = (3x—2)~2(%x—8)

In(z3—22 = L r~(3J:2—2)~(x2+3)—2x-ln(:1:3—2x)
° f(ﬂ:) = ($—2+?)2 ) — f/($) = == (22+3)2

1.4 Interpretacié geomeétrica de la derivada

Sigui y = f(z) una funcié continua i derivable en un interval [c,d] de la recta real.
Considerem els punts de la corba A(a, f(a)), B(b, f(b)).

{ AB=B—A=(b—a, f(b) — f(a))
Ala, f(a))

Aleshores la recta que passa pels punts A i B és = = f?b;f Sfl()a) = y— f(a) =

(ML) (a — a)

Si apropem el punt B cap al punt A , per un altre punt Z, tindrem per recta,

Finalment fent tendir Z cap al punt A, obtindrem la recta tangent de la funcié
y = f(z) en el punt = = a, que donara,

f(z) = f(a)

Z—a

)-(x — a).

i per tant, la recta tangent a f(x) en el punt x=a sera,

y — fla) = lim._(

y = [fla) = fr(a)-(x —a)
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