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1.2 Funcions derivables.

De�nició 1.4. Sigui  : D ½ R ! R una funció. Aleshores, direm que  és
derivable en un punt  =  si compleix,

¶!+
()¡ ()
¡  = ¶!¡

()¡ ()
¡ 

d�aquesta manera, anomenarem derivada de () en el punt  = ,

 0() = !
()¡ ()
¡ 

Si fem el canvi de variable = +  obtindrem una fórmula equivalentment,

¶!0+
(+ )¡ ()


= ¶!0¡

(+ )¡ ()


d�aquesta manera, anomenarem derivada de () en el punt  = ,

 0() = !0
(+ )¡ ()



Exemple 1.5. Troba la derivada de la funció() = 2 + ¡ 1 en el punt  = 2.

²  0(2) = !2
()¡(2)
¡2 = lim!2 

2+¡1¡5
¡2 = lim!2 

2+-6
¡2 = lim!2

(+3)¢(¡2)
¡2

= lim!2(+ 3) = 5

Observem que, tota funció derivable és contínua ja que com que existeix

!
()¡()
¡ , ha de succeir, aleshores, que !

()¡()
¡ = 0

0
i per tant

!(() ¡ ()) = 0 i d�aquesta manera !() = () que justament
és la condició de continuïtat en el punt  = .

Exemple 1.6. Donada la funció () =
½
2 + 3¡ 2 si
2¡ 2 si

 · 0
  0

. Estudia�n

la seva derivabilitat.

Observem que () serà derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt  = 0.
Comencem per estudiar la continuïtat de () en el punt  = 0 ja que si () no
és contínua en  = 0 aleshores ja no podrà ésser derivable en aquest punt.

² (0) = 02 + 3¢0¡ 2 = ¡2
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4 CAPÍTOL 1. CONTINUÏTAT I DERIVABILITAT

² !0¡2 + 3¡ 2 = ¡2.
² !0+2¡ 2 = ¡2

Per tant,  és contínua en el punt  = 0 i d�aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,

² !0¡
()¡(0)
¡0 = !0¡ 

2+3¡2+2
¡0 = !0¡ 

2+3
¡0 = !0¡

¢(+3)
¡0 =

lim!0¡(+ 3) = 3

² !0+
()¡(0)
¡0 = !0+ 2¡2+2¡0 = !0+ 2 = 2

Per tant,  és derivable a tot arreu excepte en el punt  = 0 ja que en aquest punt
!0¡

()¡(0)
¡0 6= !0+

()¡(0)
¡0 .

Exemple 1.7. Donada la funció () =
½
2 + 2¡ 8 si
2¡ 8 si

 · 0
  0

. Estudia�n

la seva derivabilitat.

Observem que () serà derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt  = 0.
Comencem per estudiar la continuïtat de () en el punt  = 0 ja que si () no
és contínua en  = 0 aleshores ja no podrà ésser derivable en aquest punt.

² (0) = 02 + 2¢0¡ 8 = ¡8
² !0¡2 + 2¡ 8 = ¡8.
² !0+2¡ 8 = ¡8

Per tant,  és contínua en el punt  = 0 i d�aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,

² !0¡
()¡(0)
¡0 = !0¡ 

2+2¡8+8
¡0 = !0¡ 

2+2
¡0 = !0¡

¢(+2)
¡0 =

lim!0¡(+ 2) = 2

² !0+
()¡(0)
¡0 = !0+ 2¡8+8¡0 = !0+ 2 = 2

Per tant,  és derivable, també en el punt  = 0 ja que !0¡
()¡(0)
¡0 =

!0+
()¡(0)
¡0 .
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1.3 Taules de derivades.

Fins, ara, hem avaluat la derivada d�una funció en un punt  =  concret. Imag-
inem, però, que nosaltres volem calcular la derivada d�una funció no en un punt
concret, si no en un punt genèric  Aleshores tindrem la taula de derivades,

() =   0() = 0
() =   0() = 1
() =   0() = ¡1
() = ln  0() = 1



() =   0() = 
() =   0() = 
() =   0() = ¡
() =   0() = 1

cos2 

() =  sin  0() = 1p
1¡2

() = arccos  0() = ¡1p
1¡2

() =   0() = 1
1+2

A més a més, les principals propietats que trobem pel què fa a les derivades són:

² ( + )0() =  0() + 0()
² ( ¡ )0() =  0()¡ 0()
² ( ¢)0() =  0()¢() + 0()¢()
² ()0() = ¢ 0()
² (


)0() =  0()¢()¡0()¢()

(())2

Exemples:

² () = 3 !  0() = 32

² () = 42 !  0() = 4¢2 = 8
² () = 2 + 3!  0() = 2+ 3
² () = 53 + 42 ¡ 3+ 2!  0() = 152 + 8¡ 3
² () = 3

p
2 = 

2
3 !  0() = 2

3

2
3
¡1 = 2

3

¡1
3 = 2

3 3
p

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² () = p =  12 !  0() = 1
2

1
2
¡1 = 1

2

¡1
2 = 1

2
p


² () = (2 + 3¡ 1)¢!  0() = (2+ 3)¢+ (2 + 3¡ 1)¢
² () = ¢!  0() = ¢+ ¢

² () = (2 + 3)¢!  0() = (2+ 3)¢+ 1

¢(2 + 3)

² () = (2 + 3¡ 2)¢!  0() = (2+ 3)¢¡ ¢(2 + 3¡ 2)
² () = 2+3

3¡1 !  0() = 2¢(3¡1)¡3¢(2+3)
(3¡1)2 = ¡11

(3¡1)2

² () = +3
2¡3+2 !  0() = 1(2¡3+2)¡(2¡3)¢(+3)

(2¡3+2)2 = ¡2¡6+11
(2¡3+2)2

² () = ¡1
sin

!  0() = ¡¢(¡1)
(sin)2

² () = 2¡1


!  0() = 2¡(2¡1)
()2

= ¡2+3
2

Vegem també la demostració d�algunes de les propietats més importants que hem
citat anteriorment.

² (f+g)�(x)=f �(x)+g�(x)
(+)0()=!

(+)()¡(+)()
¡ = !

()+()¡()¡()
¡ = !

()¡()
¡

+!
()¡()
¡ =  0() + 0()

² (f-g)�(x)=f �(x)-g�(x)
(¡)0()=!

(¡)()¡(¡)()
¡ = !

()¡()¡()+()
¡ = !

()¡()
¡

¡!
()¡()
¡ =  0()¡ 0()

² (f¢g)�(x)=f �(x)¢g(x)+g�(x)¢f(x)
( ¢)0() = !

( ¢)()¡( ¢)()
¡ = !

()¢()¡()¢()
¡ =

!
()¢()+()¢()¡()¢()¡()¢()

¡ = !
()¢()¡()¢()

¡

+ !
()¢()¡()¢()

¡ = !
()¢(()¡¢())

¡ + !
(()¢¡())¢()

¡ =

 0()¢() + ()¢0()
² (


)0(x ) = f �(x)¢g(x)-g�(x)¢f(x)

(g(x))2

(

)() = !



()- 


()

¡ = !


()¡ 


()

¡ = !
()¢()¡()¢()
()¢()¢(¡) =

!
()¢()¡()¢()¡()¢()+()¢()

()¢()¢(¡) = !
()¢()¡()¢()
()¢()¢(¡) +

!
¡()¢()+()¢()
()¢()¢(¡) =  0()¢()¡0()¢()

(())2
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Siguin () i () dues funcions derivables tals que  ½  . Considerem
l�aplicació () = () = (()). Aleshores,

h0(x ) = f 0(g(x ))¢g 0(x )

En efecte, sigui () = () = (()), aleshores tindrem que 0() =
!

(())¡(())
¡ = !

(())¡(())
¡ ¢ ()¡()

()¡() = !
(())¡(())
()¡() ¢ ()¡()

¡

=  0(())¢0() Com a conseqüència d�aquest resultat tenim una nova taula de
derivades,

() = (())  0() = (())¡1¢ 0()
() = ln ()  0() =  0()

()

() = ()  0() = ()¢ 0()
() = sin ()  0() = cos ()¢ 0()
() = cos ()  0() = ¡ sin ()¢ 0()
() = ()  0() = 1

cos2 ()
¢ 0()

() =  sin ()  0() = 1p
1¡()2 ¢ 0()

() = arccos ()  0() = 1p
1¡()2 ¢ 0()

() = ()  0() = 1
1+()2

¢ 0()

Exemples:

² () = (2 + 3¡ 2)4 !  0() = 4¢(2 + 3¡ 2)3¢(2+ 3)
² () = (+ 6)2 !  0() = 2¢(+ 6)¢
² () = (4 + 32 + 2)!  0() = 1

4+32+2
¢(43 + 6)

² () = (3 + 1)!  0() = (3 + 1)¢32

² () =  !  0() = ¢
² () = (1 + )!  0() = 1

1+
¢

² () = (3 ¡ 1)!  0() = 1p
1¡(3¡1)2 ¢3

2

² () = (+2
¡1)!  0() = 1

+2
¡1
¢ (¡1)¡(+2)

(¡1)2 = ¡3
(+2)(¡1)

² () = ((2 ¡ 3))!  0() = ¡((2 ¡ 3))¢(2 ¡ 3)¢2

    

pdfMachine  
Is a pdf writer that produces quality PDF files with ease! 

Produce quality PDF files in seconds and preserve the integrity of your original documents. Compatible across 
nearly all Windows platforms, if you can print from a windows application you can use pdfMachine.  

Get yours now! 

http://www.pdfmachine.com?cl


8 CAPÍTOL 1. CONTINUÏTAT I DERIVABILITAT

² () = (p2 ¡ 3)!  0() = ¡(p2-3)¢ 1
2¢p2¡3 ¢2 =

-¢¢(p2¡3)p
2-3

² () = (63)2 !  0() = (63)2¢2¢63¢182 = 216¢5¢(63)2

² () = 2(63)!  0() = 2¢(63)¢(63)¢182 = 36¢2¢(123)

² () = (p2 + 1)!  0() = 1p
2+1

¢ 1
2¢p2+1 ¢2 = 

2+1

² () = 43+42¡3+5 !  0() = 43+42¡3+5¢(32 + 8¡ 3)¢4

² () = (3¡2
2¡8)!  0() = 1

3¡2
2¡8

¢3¢(2¡8)¡2¢(3¡2)
(2¡8)2 = ¡20

(3¡2)¢(2¡8)

² () = (3¡2)
2+3

!  0() =
1

3¡2 ¢(32¡2)¢(2+3)¡2¢(3¡2)
(2+3)2

1.4 Interpretació geomètrica de la derivada

Sigui  = () una funció contínua i derivable en un interval [c,d] de la recta real.
Considerem els punts de la corba ( ()), ( ()).½

 =  ¡  = (¡  ()¡ ())
( ())

Aleshores la recta que passa pels punts  i  és ¡
¡ =

¡()
()¡() =)  ¡ () =

(()¡()
¡ )¢(¡ ).

Si apropem el punt  cap al punt  , per un altre punt , tindrem per recta,

 ¡ () = (()¡ ()
 ¡  )¢(¡ )

Finalment fent tendir  cap al punt  obtindrem la recta tangent de la funció
 = () en el punt  =  que donarà,

 ¡ () = !(
()¡ ()
 ¡  )¢(¡ )

i per tant, la recta tangent a f(x) en el punt x=a serà,

 ¡ () =  0()¢(¡ )
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