4 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

f(@) — fla)

/ _ l Y
f(a) =lim, P

Si fem el canvi de variable x = a + h obtindrem una férmula equivalentment,
fla+h) — f(a) fla+h) — f(a)
h h

d’aquesta manera, anomenarem derivada de f(x) en el punt x = q,

l?jmhﬂo-!— = ll,mhﬂo—

fla+h) = f(a)
h

fr(a) = limp_o

Exemple 1.8. Troba la derivada de la funciéf(z) = 2> + z — 1 en el punt z = 2.

o f1(2) = lim, o 0@ —lim, , P15 = fiy, 426 iy @H3R(002)

= lim,_»(x 4+ 3) = 5.

Observem que, tota funcio derivable és continua ja que com que existeix

fla)—f(a) (x;:f: (a), ha de succeir, aleshores, que limxHaM = g i per tant

limxﬂa T—a
limgy—o(f(x) — f(a)) = 0 i d’aquesta manera lim,_.,f(z) = f(a), que justament

és la condici6 de continuitat en el punt z = a.

22+3x—2 si <0

9r 9 § 790" Estudia’n

Exemple 1.9. Donada la funcié f(z) = {

la seva derivabilitat.

Observem que f(x) sera derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt = = 0.
Comencem per estudiar la continuitat de f(z) en el punt = 0 ja que si f(z) no
és continua en x = 0, aleshores ja no podra ésser derivable en aquest punt.

o f(0)=02+30—2=—2
o lim, o-2°+3x—2=—2.

o lim, +2x —2=—2.

Per tant, f és continua en el punt z = 0 i d’aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,
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1.3. TAULES DE DERIVADES. )

o limxﬁofw = limx_,of

lim, o-(z+3) =3.

. z-(z+3)
= llmx—»O*ﬁ =

2—1—390
-0

2243x—24+2 __

praay = limgy_o- =

2x—2+42

o lim, g+ —2—L (m) f(o) = lim,_o+ 2282 = lim,_ g+ 2 = 2.

Per tant, f és derivable a tot arreu excepte en el punt x = 0 ja que en aquest punt

limg,_o- m) f f@)=f(0) =+ lim,_, f(?:g(o).
. 2 +2r—8 si <0 .
Exemple 1.10. Donada la funcié f(z) = { S G 20" Estudia’n

la seva derivabilitat.

Observem que f(x) sera derivable a tot arreu excepte, pot ser, en el punt = = 0.
Comencem per estudiar la continuitat de f(z) en el punt x = 0 ja que si f(x) no
és continua en x = 0, aleshores ja no podra ésser derivable en aquest punt.

e f(0)=0%+20—-8=-8.
o lim, 2%+ 2x — 8 = 8.

o lim, ,p+2x —8 = —8.

Per tant, f és continua en el punt = 0 i d’aquesta manera té sentit estudiar-ne
la derivabilitat en aquest punt,

o limyg TERO  lim, g BB i, o £33 lim, e
* lme_>0+ (Z) f(O) = lz’rn’:ﬂ—@+ 22— 8+8 = limm—>0+27x = 2.
Per tant, f és derivable, també en el punt x = 0 ja que lim,_o- f(a:;:g(()) _

lim_qr LOZLO).

1.3 Taules de derivades.

Fins, ara, hem avaluat la derivada d’una funcié en un punt x = a concret. Imag-
inem, pero, que nosaltres volem calcular la derivada d’'una funcié no en un punt
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6 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

concret, si no en un punt genéric z. Aleshores tindrem la taula de derivades,

flx)=k  fr(z) =0

fwy =z pla)=1

fa) =" fra) = nan
fa) =l o)=L
fa)=e  fila) =

f(z) = sinx  f1(x) = cosx
f(z) =cosx  fI(x) = —sinx
flz) =tagr  fr(z) = o
f(z) =arcsinx  fI(z) = \/117?
f(z) = arccosz  fI(x) :IQ
f(x) = arctage  fI(r) = 75

A més a més vegem alguna demostracié de les principals derivades:

o f(z)=k—fr(z)=0
f@)=f(a)

r—a

o fla) =z — fi(z) =1

- k—k
limg_,——2—= ) — = limga—, =0

limzﬂa% = lim, &2 =1

o f(z)=2a"— fI(z) = ng™ L
. " — —a).(rn—1 n—2 2,.n—3 n—2 n—1
limg_.q (; f:(a =limg o =" —lzmx_,a(x a)-(&"" " +az Jr(i_ra) +..+a"2z4a""1)

=limg—q (2" P+ az" 2 +a?2" P+ . +a" v+ a7 ) = na"!

o f(z) = sinz — fI(z) = cosz.

. i h)—si . 2sinlt.cos 2eth
llmh_ﬂ)w = limp_g—25— = cos% = cosa.
o f(x) = cosz — fI(z) = —sinx.
. h)— . —2gin2ath ginh .
lzthOM = limy_g——F—=2 = —sm@ = —sina.
1
L4 f( ) tag$—>f/( ) COS2
_ __ sinx _ cos>a+sin?z __ 1
f(l') - tagx = cosz f/(.fC) - cos? T cos?zx’

A més a més, les principals propietats que trobem pel qué fa a les derivades sén:

o (f+g)(x) = fi(x)+g/(x)
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1.3. TAULES DE DERIVADES. 7

o (f—g)(z) = fi(zx) —g/(z)
o (f-9)(x) = fr(x)-g(x) + g/(x)-f(x)

o (kN)(x) = k-filx)

o (5)/(@ — f/(w)~g((9;)(;)9)/2(fv)-f(m)

Exemples:

o f(z)=2a%— fI(z) = 32"
o f(z) =42 — fI(z) =42z =8z
o f(z)=a?43z— fr(z)=22+3

o f(z)=>52%+42* -3 +2— fr(x) =1522 + 8z — 3

[\

'f(ﬂ?)zx‘?’/pzmgef/(x):§x —1:§;¢%1_3

wln

B

-1

1
N

N[

=1
2

o f(2)=VE=at— fila) = ke

o f(z)=(2*+3x —1)-sinz — fI(x) = (2z + 3)-sinz + (z* + 3z — 1)-cosx

1

o f(z)=e"sinx — fI(x) = e"-sinx + cosz-€”
o f(z)= (2% +3x)Inz — fr(z) = 2z + 3)-Inx + *-(2® + 3x)

o f(z)= (2% + 3z — 2)-cosz — fI(x) = (2x + 3)-cosx — sinz-(x* + 3z — 2).

i 2:(3z—1)—3-(2z+3 —
o fla)= B o o) = MBS _
T 1(22—3z+2)—(22—3)-(z+3 —22—6z
e flz)= $27§:§+2 — fr(z) = ( (12239(%2)2)( 48 — (zhsigﬁ

d f(x) _ el f/(x) _ ewsz'nw(_sic]:ifé(ez_l)

sin x

o f(z)= 221 Fi(z) = 261_((62133;1)675 _ _23622;36@

e

Vegem també la demostracié d’algunes de les propietats més importants que hem
citat anteriorment.
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8 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

o (f+9)(x)=f"(x)+g'(x)

(f+g)(a)=limy;_q, (f+9) @)= (f+g)(a) _ limy g f@)+g@)—fla)—g(a) _ limy_.q f(@)—f(a)
Hlimg o S = ['(a) + 4 (a)

o (f-9)’(x)=f"(x)-9’(x)
(f—g)(a)=limy_q (f*g)(ffi:gf*g)(a) = limgy_., f(I)*g(xgg:‘}:(a)+g(a) — limg_., f(xgz:i(a)
—limq o2 = f'(a) - ¢'(a)

o (f-9)(x)=f(x) 9(x)+g’(x)-f(x)
(fg>/(a) = ll‘mxﬂaM - limmﬂa f(z)-g(@)=f(a)-9(a) =

r—a r—a

f(@)-9(@)+f(x)-9(a)=f(x)-9(a)=f(a)-g(a) f(@)-9(x)=f()-9(a)

limg_.q T = limy_, P
T lim,_o MO9S @9@) _ gy S@Hla@ g | gy kS a(a)
f1(a)-g(a) + f(a)-g/(a)

o (£)(2)=! (rv)-g&)g) (x)4(x)

. L(I) i(a) . i(x _i(a) . T a x
(5)(&) = limy_qt——2— = limy_,q——+— = lzmxﬁaf(gz )(gza)f(( )g)( ) —
: F(@)-9(a)— f(a)-g(z)— f(a)-g(a) +f(a)-gla) _ F(@)-9(a)~f(a)g(a)
limy—q o(@)-9(a)(r—a) = Moo= Gy g(@-o—a) T
: f(a)-g(@)+f(a)-gla) _ fr(a)gla)—g/(a)-f(a)
LMy 0 =0 g(a) (a—a) = (9(a))2

Siguin f(x) i g(x) dues funcions derivables tals que Img C Domf. Considerem
Uaplicacio h(x) = fog(z) = f(g(x)). Aleshores,

hi(z) = fr(g(z))-g/(z)

En efecte, sigui h(x) = fog(z) = f(g(x)), aleshores tindrem que h/(z) =

lim.  L@@)=f@) _ i fe@)-fe@) ¢@)-g@) _ . feE)-f(ga)  gla)—gla)
e — e — 9()—g(a) r—a" g(z)—g(a) r—a
= f1(g(x))-g/(x).

Observem que com a conseqiiéncia de la regla de la cadena podrem trobar les
derivades de les funcions arcsinx, arccosz i arctagz.

e sin(arcsinz) = x — cos(arcsinx)-(arcsinx)! = 1 — (arcsinx)! = m =

1 _ 1
\/1—sin2 (arcsin x) V1-a?’
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1.3. TAULES DE DERIVADES. 9

e cos(arccosx) = x — —sin(arccosz)-(arccosx)! = 1 — (arccosx)! = m =
—1 —1

\/1-c052(arccos x) VI

— 1 _ 1 _ 1
o tag(arctagm) =T — cos?(arctagx) ~ 1+tag?(arctagr) ~— 1+a2

També, gracies a la regla de la cadena tenim una nova taula de derivades,

Fla) = (F@)" frla) = n(f@) i)
fle)=Inf(z) fir(z)= ];((;C))

F@)= e i) = o)

f(z) =sin f(z) [fi(x) = cos f(x) fI(x)

f fr(x) = —sin f(z)-f1(x)
f T) = t&gf(x) f/(.fL') = Cos2lf(x)'f/<x)

f(z) = aresin f(x) fr(x) = 1—1f( )Q-f/(x)
f(z) = arccos f(x) fH(x)= 171f(x)2-f/(x)
F(a) = arctagf(s)  fr(@) = ke f (1)

Exemples:

/()
/()
/()
o f(z)=sin(a®+1) — fI(z) = cos(a®+ 1)-32?
/()
/()
/()

o f(z)=e"" — fI(x) = e5".cosx
o f(x)=In(1+ sinz) — fI(x) = {7r-cosT
_ (3 _ 1 2
o f(z)=arcsin(z®—1) — fI(z) = m-&%‘
z r—1)—(x+2 —
o [(2)=In(E]) — f1(o) = 2 “FEF? = oy

o f(z) = cos(sin(x? — 3)) — fI(x) = —sin(sin(z* — 3))-cos(z* — 3)-2x

o f(z)=cos(vVz?—3)— fI(z) = _Sm(m)'g,\/;z,g,Qﬂ? _ msmi;/‘,?)

pdfMachine
Is a pdf writer that produces quality PDF files with ease!
Produce quality PDF files in seconds and preserve the integrity of your original documents. Compatible across
nearly all Windows platforms, if you can print from a windows application you can use pdfMachine.
Get yours now!



http://www.pdfmachine.com?cl

10 CAPITOL 1. CONTINUITAT I DERIVABILITAT

o f(x)=sin(6x)? — fI(x) = cos(6x3)*-2-62%-182% = 216-2°-cos(623)*
o f(x) = sin?(6x3) — f1(z) = 2-sin(6x3)-cos(623) 1822 = 36-2%-sin(1223)
o f(z)=In(Va?+1) — fr(z) = \/m2+1 2\/912_,_1 Qx:z;j_l

° f(gj) _ 4$3+4$2—3I+5 N f/(gj) _ 4$3+4q;2—3:1:+5(3l,2 + 81, _ 3)’[”4

_ 3-(22—8)—2-(3z—2 _
o f(z)=In(355) — fr(z) = gf:g' ( x(za):—s)gx d = (3x—2)~2(02x—8)
In(z®—2¢ = 1 m~(3a:2—2)~(x2+3)—2x-ln(a:3—2x)
o fla)= e pyg) - ST O
o (o) = aresin2e) - fe) = <2 =
o f(z)=lIn(arcsine®) — f1(x) = arcslmex '\/1;21 et = ammef:/lfc%..

Finalment, I'iltima classe de derivacié que tractarem és la derivacié logaritmica.
Sigui y = (f (x))g(m) una funcié. Anem a calcular la seva derivada

= (f(x))@
Iny = In(f(x))?¢
Iny = g(x)-In(f(z))
sy = gl(@)In(f(2)) + 555 1(2)-9(z)
yr = y-(g/(@) - In(f () +555-F1(2)-g(2)) = (f (@))7)-(g1()-In(f(2))+555F1(2)-9(x)).
Per tant,

(f@)™ ) = (f(2)?)-(g1()-In(f (x)) + ﬁ-ﬂ(m)-g(ﬂf))

Exemples:
o f(x) =2" — In(f(x)) = Inz® = x-lnx — ﬁ-f/(x) =lnz+1— fi(zx) =
(Inx + 1)-2*

o f(z) = (sinz + 3)*2 — In(f(z)) = In(sinz + 3)*% — In(f(z)) = (v +
2)-In(sinx + 3) — ﬁ-f/( x) = In(sinz + 3) + =25 (v + 2)

stnx+3

— f1(x) = (sinz 4 3)" "> (In(sinz 4 3) + Z25-(v + 2))
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