} Successmns de nombres
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Quantes xifres t¢ un nombre natural que en @ Si n representa un nombre natural, expressa: |

notaci6 cientifica s’expressa per 1,24 - 10'%?
a) El doble de .
Escriu el nombre segiient de 2'°. )

b) L’anterior de .
Esbrina quina ¢€s la llei de formaci6 dels nom- ) "

bres segiients: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... Escriu-ne ¢) El posterior de #.
tres més que verifiquin la mateixa llei de for-
macio. d) L anterior de I’anterior de #.




A les comarques del Penedes i el Garraf hi ha agrupacions de falcons. Es tracta de
grups de joves que fan construccions humanes semblants als castells populars
arreu de Catalunya. Un d’aquests falcons ¢€s el de la fotografia. A cada filera hi ha
un falconer o falconera menys que en I’anterior i rematen la construccié amb un
falconer fent I’angel.

El nombre total de falconers que hi ha dona, en cada cas, un conjunt de nombres
que s’anomenen triangulars, ja que de manera esquematica es poden considerar
formant un triangle equilater.

. Com s’obtenen aquests nombres? Observa:
[ ] [ ] [ ]
o o e o o 1r nombre: 1; 2n nombre: 1 + 2 = 3; 3r nombre:
e o o e o o o 3 + 3 = 6;4tnombre: 6 + 4 = 10; 5¢ nombre:
° o o o © o o o 0 10 + 5 = 15; 6¢ nombre: 15 + 6 = 21. I aixi
10 15 successivament.,

Ir, 2n, 3r, 4t, etc., son nombres ordinals. Un nombre ordinal és el que expressa el
lloc que ocupa en una col-leccidé de nombres.

Com es pot observar, per obtenir un nombre triangular determinat cal sumar a
I’anterior el nombre ordinal corresponent i, d’aquesta manera, obtenim la série
dels nombres triangulars:

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78...

Ens podem plantejar una nova situacio.

Si es volen posar 10 falconers a la base, quants falconers es podran col-locar en
total? Si tenim la llista dels nombres triangulars n’hi ha prou de mirar el des¢ ter-
me. 55 és el nombre de falconers que es poden col-locar.

La formacid dels nombres triangulars successius ens permet observar que cada un
d’aquests nombres ¢€s la suma dels nombres naturals consecutius des de 1’1 fins al
del nombre ordinal corresponent. Per exemple:

La suma dels 3 primers, 1 + 2 + 3 = 6 és el 3r nombre triangular.

La suma dels 6 primers, 1 +2 + 3 +4 + 5 + 6 = 21, és el 6¢ nombre triangular.

La suma dels 10 primers, 1 +2 +3+4+5+6+7+ 8+ 9+ 10 =55,¢sel
10¢ nombre triangular.

Encara podem observar més curiositats en els nombres triangulars.
La suma del primer i el segon nombre triangular, 1 + 3 = 4 = 27 és el quadrat de 2.
La suma del tercer i el quart, 6 + 10 = 16 = 47, és el quadrat de 4.

La suma de dos nombres triangulars consecutius és el quadrat del lloc que ocupa
el segon nombre.

Moltes séries o col-leccions de nombres ordenats presenten forga propietats i
caracteristiques d’aplicacions diverses. En aquesta unitat es pretén estudiar-

ne unes quantes i ampliar el coneixement i el comportament dels nombres en
séries ordenades.



;’& Els nombres naturals

%Un axioma és una proposicio
que s’admet sense demostracio
i que es considera un principi
veritable.

% El resultat d’algunes operacions
entre nombres naturals no és
un nombre natural. Per exem-
ple:6 —8012:5.

Els primers nombres que tots hem conegut son els nombres que serveixen per
comptar: 1, 2, 3,4, 5,... 21, 22, 23,... 430, 431,... Sén els nombres naturals dels
quals sabem que el primer és 1’1 i que no s’acaben mai.

El matematic italia Giuseppe Peano (1858-1932) va enunciar les caracteristiques
del conjunt dels nombres naturals:

* [ és el primer nombre natural.
* Cada nombre es forma a partir de [’anterior sumant-li 1.

Aquests axiomes es coneixenen amb el nom del seu formulador.

El conjunt dels nombres naturals es representa per N. Per representar qualsevol
nombre natural se sol utilitzar la lletra .

El primer que cal remarcar del conjunt dels nombres naturals €s que esta perfecta-
ment ordenat, ja que hi ha un primer element i tenim un criteri per construir tots
els que segueixen. Donat un nombre natural qualsevol sempre existeix el seu
segiient que es forma sumant-li 1. Aixo ens indica que la série dels nombres natu-
rals no té ultim element. Per més gran que sigui el nombre que es consideri sem-
pre podem escriure’n el segiient. En aquest sentit podem dir que el conjunt dels
nombres naturals €s infinit.

Com bé sabeu, la suma i la multiplicacié de dos nombres naturals sempre té per
resultat un altre nombre natural. No passa el mateix amb les operacions inverses
corresponents. La resta i la divisidé de dos nombres naturals no sempre t€ com a
resultat un nombre natural.

exemple 1

Calcula la suma dels 100 primers nombres naturals.

Resolucié

Trobar la suma de cent sumands és forga pesat. Cal trobar un procediment per
sumar-los tots sense necessitat d’efectuar la suma de tots.

Observem els nombres que cal sumar.

- A
1 2 3 4 .. 97 98 99 100
==
Comprovem que: 1 + 100 =2 + 99 = 3 + 98 = ... = 101. En la suma dels

100 nombres hi ha 50 sumes com aquestes. La suma dels 100 nombres és:
50 - 101 = 5050.

La suma dels 100 primers nombres naturals és 5 050.
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. Escriu els nombres anterior i seglient de dos J. sin representa un nombre natural qualsevol, 2#
milions i mig amb totes les seves xifres. representa un nombre parell. Com representaries

un nombre imparell?

2. Sense efectuar-les, indica quines de les operacions

seglients tenen com a resultat un nombre natural: 4

Calcula la suma dels 200 primers nombres natu-

a)234 — 432 $)975:15 ¢)300:25 d)102-5° rals.

200



°°g Successions

Considerem les col-leccions de nombres segiients:

1 1 11
a) 2,4,6,8... b) 3,6,9,12... c) 50304 5

En cadascuna d’aquestes col-leccions apareix un ordre d’escriptura dels diferents
nombres. Hi ha un primer element i a aquest el segueix un altre, pero no es tracta
de la serie dels nombres naturals.

En la série de ’exemple, b): 3, 6,9, 12..., tenim: Ir = 3,2n — 6, 3r = 9. ..

Fixeu-vos que a cada nombre natural li correspon un nombre segons el lloc que
ocupa. Aquest tipus de col-leccions numériques s’anomenen successions.

Una successio és una col-leccio de nombres reals en correspondencia amb els
nombres naturals i que presenten un criteri que permet escriure’n els nombres
que segueixen si se 'n coneixen uns quants. Cadascun dels nombres que la formen
s ‘anomena terme de la successio.

La relacié entre els nombres naturals i els termes d’una successio es posa de
manifest utilitzant una lletra amb subindex que indica el lloc que ocupa el nombre
en la successio.

Per tant, una successio es pot representar per:

a,,0,,0d5...,4,...

On a, és el primer element, a, és el segon, etc., i a, és el que ocupa el lloc 7.

De la mateixa manera, a, _, indica el terme anteriora a, 1 a,, , , indica el terme
segiienta a,,.

En la successio de I’exemple a) tenim: a, = 2,a, = 4,a, = 6...

La successid de I’exemple b) la podem descriure com la formada pels multiples de
3. El terme que ocupa el lloc n s’expressa per a, = 3n.

“= Terme gdeneral

El valor de cadascun dels termes d’una successié depen del lloc que ocupa.
Aquesta dependeéncia no és més que una funcio en la qual per a cada nombre natu-
ral i correspon un terme de la successio i que es pot simbolitzar per n = a,. En el
llenguatge de les funcions: f(n) = a,.

., . 1 1
En la successio de I’exemple ¢) tenim: n = 1 = a, = 5= 2=a,= 3

Quina expressio correspon al terme que ocupa el lloc n?



Observem la successid. Tots els termes son fraccions que tenen de numerador 1, i
de denominador, el nombre natural segiient al lloc que ocupen. Per tant, podem
escriure:

1

1 —=a, = =

1 1
I+1° 2

n+1

1 _1
2+1° 3

2—a,= n—a,=

Observa que per a cada valor de » tenim un terme de la successid. Per exemple,

1 1
el terme dotzé: n = 12 > a,, = i1 - 13
. . 1 .
Aixi doncs, la igualtat a, = ¢s ’expressid del terme general de la suc-

., . n+1
cessio considerada.

L'expressio d’un terme qualsevol d’una successio segons el lloc que ocupa, n,
és ’expressio del terme general a  de la successio. Si coneixem a, podem deter-
minar tots i cadascun dels termes que formen la successio.

Hi ha successions que no tenen una expressio algebraica del terme general a,. Per
exemple, el llistat dels récords de les curses de 100 m al llarg de totes les olim-
piades.

En la successio 5, 7, 10, 14, 19... en la qual a, = 5 i els termes segtients es formen
sumant a Ianterior 2, 3, 4, 5... successivament, no hi ha una expressio de a,
només depenent de », pero si que existeix una llei de formacid dels termes, que es
pot expressar:

a,=a,_,+tnperatotn>1

n n

L’expressio de a, depén de n 1 no es pot escriure qualsevol terme si no es coneix
”anterior.

“= Representacio drafica

Els termes d’una successio son nombres reals i es poden representar en la recta
numerica.

Considerem la successié dels nombres parells: 2, 4, 6, 8...

N
©
~
j\)
o

A:—m
m:—m
m:—m

A cadascun dels termes de la successio li correspon un punt de la recta.

. ) o111
De manera semblant, si es considera la successid 5030 40

podem representar cada un dels termes en la recta numerica.

1 .
5 també

a, a; a, a,

| [ | | |

| [ | | |

0 11 1 1 1
5 4 3 2
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9.

Considera les successions segilients. En cada B. Considera la successio el terme general de la

cas, escriu tres termes més 1 intenta trobar 1’ex-
pressio del terme general per a cadascuna

d’elles:
a) 1,4,9,16,25...

1 1 1 1
9L 19 16 25

3n . .
qual s’expressa per: a, = PO Escriu els cinc

primers termes de la successio i els que ocupen
els llocs 50 1 120.

5,10, 15,20, 25

1. La successié 1,1,2,3,5,8, 13, 21... és la suc-
12345 cessio de Fibonacci. Escriu tres termes més i tro-
2237456 ba quina és la forma que et permet escriure’ls.

‘-g Prodressions aritmetiques

Considerem la successio tal que els primers termes son: 2, 5, 8, 11, 14, 17...
— El primer terme és: a, = 2

— El segon terme és:a, =5=2+ 3

— Eltercer terme és:a;, =8 =5+ 3

Successivament cada terme es forma sumant 3 a I’anterior. I, en conseqiiéncia,
també es verificaquea; —a,=8 —5=31ia,—a,=5—-2=3.

Aquesta successid €s una progressio aritmeética.

Una progressio aritmética és una successio en la qual cada terme, excepte el
primer, es forma sumant a [’anterior un mateix nombre real.

També podem dir que una successid és una progressio aritmetica si la diferéncia
entre un terme i 1’anterior és sempre el mateix nombre. Aquest nombre s’ano-
mena diferéncia de la progressio i es representa per d.

La successio dels nombres parells és una progressio aritmetica en la qual a, = 2
id=2.

La progressié aritmética 2, 4, 6, 8... és creixent, cada terme s més gran que 1’an-
terior, ja que la diferénciad = 2 > 0.

La progressio aritmeética 7, 4, 1, —2... és decreixent, cada terme és més petit que
I’anterior, jaque d = —3 < 0.

“= Terme general

Utilitzant la llei de formacio dels termes d’una progressio aritmética en podem
deduir I’expressi6 del terme general.

Considerem els termes a,, a, , a,..., a, d’una progressio aritmetica de diferéncia d.
Aplicant la definici6 tenim:

a,=a,+d

a;=a,+d=a,+d+d=a,+2d

a,=a,t+d=a,t2d+d=a, +3d

as=a,t+d=a,+3d+d=a,+4d
(...)



Es pot observar que el coeficient de la diferéncia d és una unitat inferior al subin-
dex del terme que es considera en cada cas.

En general, per a un terme a, qualsevol, tenim:
a,=a,+n—1d
En I’exemple amb el qual hem comengat aquest apartat, tenim @, = 2 i la diferen-
cia d = 3. L’expressio del terme general és:
a,=2+m—-1)3=2+3n—-3=3n—1—-a,=3n—1
Observeu que el coeficient de # és la diferencia de la progressio. Aquesta expres-
si6 permet calcular qualsevol terme. Per exemple, el dotze terme és:

a,=2+11-3=2+33=350tambéa,=3-12—1=36—1=35

= Interpolacio aritmetica

Es coneix per interpolacio aritmetica el procediment d’intercalar alguns termes
entre dos de donats de manera que tots siguin termes consecutius d’una progres-
si0 aritmeética.

Considerem els nombres 6 i 30 i, entre aquests nombres, en volem interpolar cinc
de manera que formin una progressio aritmetica de set termes.

Les dades son: a, = 6 1a, = 30. La incognita és la diferencia d, ja que si es coneix
aquesta diferéncia es poden escriure tots els termes que falten a partir del primer.

Escrivim I’expressio de a:
a,=a,+6d—=30=6+6d—6d=24—-d=4
Els cinc termes buscats s’obtenen sumant 4 a @, = 6 successivament. Son:10, 14,
18,22, 26.
Els set termes de la progressio6 son: 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30.

exemple 2

Escriu el dese terme d’una progressié aritmetica de primer terme —4 i de dife-
réncia 5. Es 120 un terme d’aquesta progressio?

Resolucio

Escrivim 1’expressid del terme general pera n = 10:

ap,=a,t+9d—a,=-4+9-5=41—a,=41

Esbrinar si 120 és un terme de la progressio equival a trobar un a, = 120. Per
tant:
129
120= =4+ n—1)5—2120=—-4+5n—525n=129—>n= 5
La solucid de I’equacid dona per a  un valor que no és un nombre natural. Aixo
indica que no hi ha cap terme de la progressio que sigui 120.



exemple 3

Amb les dades que tenim, a, = 151 d = 4, es pot cal-

Resolucio

cular primer a,:

ag=a, +5d—15=a,+5-4

El sis¢ terme d’una progressio aritmetica és 15 1 la seva També es pot calcular directament a |, sense calcular g,
diferéncia és 4. Calcula a .

si es consideren alhora les igualtats:
a,=a,+13d

ag=a, +5d

I es resten terme a terme:

15=a,+20—a,=-5 a,—as=13d—5d—a,—a,=8d
Calculem a,: a,=8d+a
a,=a,+13d—=a,=-5+13-4—a,=47 a,=8-4+15=47
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El primer terme d’una progressid aritmetica €s 9 10. Enuna progressio aritmetica a,, = 35 i la dife-
i la diferencia és 2. Calcula a,,. rencia és 4. Calcula a, 1 ay,.

Els primers termes d’una successio son:

11.  Considera Ia successi6 dels multiples de 3. For-
men una progressio aritmetica? Quina és la dife-

112 7 réncia? Pertany 171 a aquesta successi6? Quin
S 3°6°3°6 lloc ocupa?
Es tracta d’una progressio aritmética? Si és aixi, 12. Interpola tres nombres entre 2 i 10 de manera

calcula la diferéncia i el terme desé.

que els cinc formin una progressié aritmetica.

"& Suma de termes duna progressid aritmetica

Considerem els vuit primers termes de la progressio: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23.

Pots comprovar que a, + ay = 25 i que aquesta també és la suma de a, + a, = 25;
a,+ag=25a,+ a,=125.

Si considerem els nou primers termes de la progressio: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23,
26, es verifica que:

a,ta,=a,+rag=a,+a,=a,+a,=2a;,=28

Aquesta comprovacio ens posa de manifest que:

a) La suma de dos termes equidistants d’altres dos ¢s igual a la suma d’aquests
dos.

b) La suma de termes equidistants dels extrems és igual a la suma dels extrems.

¢) Si la progressid té un nombre imparell de termes, aleshores la suma dels ter-
mes extrems és igual al doble del terme central.



Considerem una progressio aritmética de » termes i demostrem que, en general,
es verifica la propietat anterior:

A A
a,a,a,..a,_,a,_,a,
\_/M—Y

a,ta,=a,+a,+mn—1)d=2a +(n—1)d
a,ta, =a,+d+a +m—2)d=2a,+n—1)d

a;ta, ,=a,+2d+a, +(n—3)d=2a,+(n—1)d

Podriem continuar fent més sumes i obtindriem sempre el mateix resultat.

Utilitzarem la propietat anterior per obtenir una expressio que ens permeti calcu-
lar la suma d’un nombre finit de termes d’una progressié aritmeética.

Expressem la suma de » termes que cal calcular:

S,=a,ta,*a,+...+a,_ ,ta

n—1 n

Per la propietat commutativa de la suma, aquesta expressid també es pot escriure
de la manera segtient:

S,=a,*ta,_+a, ,+..+a,+a,

.
Sumant terme a terme les dues igualtats s’obté:
S,=a,ta,+a;+...+a,_,+a,

S, =a,*a,_,+a,_,+..+a,+a,

2§,=(a,+a)+@+a,_)t@+a, ,)+..+(@a +a,)+(a,+a,)

n—1

Aplicant la propietat associativa de la suma es poden agrupar els termes en
columna i observem que es verifica que:
a, ta,=a,ta,_ ~ay+ta, ,=..=a

o1 Tay=a,ta,

Tenim » sumes parcials iguals i podem expressar:

+
2§,=(@,ta)n — S":w

La suma a, + a, es pot substituir per la suma d’altres dos termes equidistants
d’ells.

e Utilitzem I’expressié obtinguda per calcular la suma dels 20 primers termes
d’una progressio aritmetica de diferéncia 3 i primer terme —6.

Dades: n = 20,a, = —61d =3

Calculema,, =a, + 19d= -6 + 19-3 =51

+ 20 —6 +51)20
(al 2612(]) —_ Szo — ( ) — 450

Sy = 2



exemple 4

Calcula la suma dels 100 primers multiples de 5.

Resolucio

Els 100 primers multiples de 5 formen una progressié aritmetica de diferéncia
Senlaquala, = 5,a,= 5nia,, = 500. Només cal aplicar la féormula:
(@, ta)n ~ (5 +500)100

S, T = Sy = 5 25250

exemple &

Les mesures dels angles d’un quadrilater estan en progressié aritmetica de dife-
réncia 20°. Quina és la mesura de cadascun dels quatre angles?
Resolucio

En una primera lectura de 1’enunciat sembla que només tinguem una dada,
d = 20°, pero sabem que la progressio té quatre termes i que la suma dels angles
d’un quadrilater és 360°.

En I’expressio de la suma podem substituir les dades conegudes tenint en comp-
te que:

a,=a,+3d=a,+3-20=a, +60—360 =
180 =2a, + 60 = a, = 60

(a, + a, + 60) 4
2

= (2a, + 60)2

Per obtenir els altres angles n’hi ha prou amb sumar la diferéncia de manera
consecutiva.

Els quatre angles del quadrilater son: 60°, 80°, 100° i 120°. Comprova que
sumen 360°.

exemple 6

Sabem que la suma del segon i I’onze terme d’una progressio aritmetica és 36.
El quart terme €s 13. Escriu els onze termes de la progressio.

Resolucio

Expressem cadascun dels termes que intervenen en I’enunciat en funcié del pri-
mer terme 1 la diferéncia. Representem a, per x:

a,=x+d a,, =x+ 10d a,=x+3d=13

Per I’enunciat sabem que:
a,ta, =36—=x+d+x+10d=36—2x+ 11d =36

Tenim el sistema: x+3d=13
2x + 11d = 36

On x és el primer terme i d, la diferéncia. Resolem el sistema:
x=13-3d—22(13 —d)+ 11d=36—>d=2ix=13—-3d=17
Els onze termes de la progressio son: 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25 1 27.
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13. D'una progressio aritmetica es coneixen a, = 2
1a,; = 50. Troba la suma dels 15 termes, la

. . 3 ,
15 Considera la successio 2, 5 1... Es una pro-

gressio aritmetica?

diferéncia de la progressio i el terme central.

14.

dues xifres.
15.

tica de diferéncia 2.

Calcula la suma de tots els nombres parells de

Calcula les longituds dels costats d’un triangle
rectangle sabent que estan en progressio aritme-

En cas afirmatiu, troba la diferéncia, I’expressio del

terme general, a,,11a suma dels deu primers termes.
17. Les longituds dels costats d’un triangle estan en
progressio aritmetica. El més gran fa 15 cm i1 el
perimetre del triangle és 39 cm. Troba la longi-
tud dels altres dos costats.

‘-g Prodressions geometriques

% Una progressié geometrica esta
determinada si es coneix a, i r.

%Si a,<0ir>0,tots els termes
de la progressié son negatius
i la progressio és decreixent si
r>1icreixentsi0 <r<1i.

111
408016

| —

Observem la successio: 2, 1,

| —
Q
N
|
|
[\®]
[\®]

1 1
a, =2 a2=1=2-3 a3=5=1~
1 aixi successivament.
. , . 1
Com es pot veure, cada terme es forma multiplicant 1’anterior per 5 I, per tant,

a2:a3:a1:aizl

també es verifica que: a, a, " a, " a, 2"

Aquesta successio és una progressio geomeétrica.

Una progressio geométrica és una successio en la qual cada terme, excepte el
primer, s obté multiplicant [’anterior per un mateix nombre.

De manera equivalent es pot definir una progressio geomeétrica com la successio
en la qual el quocient entre un terme i I’anterior és sempre el mateix nombre.
Aquest nombre constant s’anomena raé de la progressio i es representa per r.

La successio de les poténcies naturals de 2 €s una progressié geomeétrica de pri-
mer terme 2 1derad 2: 2, 4, 8, 16, 32...

“= Tipus de progdressions geometriques

Segons sigui el valor de la rad en cada progressio geometrica tenim diferents tipus
de progressio.

Progressions geometriques ambh r > 1

Sia, > 01ilarad és més gran que 1, en multiplicar per un nombre més gran que 1
qualsevol nombre real positiu s’obté un nombre més gran, aixo és, cada terme de
la progressié és més gran que 1’anterior. La progressio és creixent. Per exem-

1. .
ple,sia, = Sir= 2, la progressio és: 5, 1,2, 4, 8...

[N

das a,
| | |
[

L Q
£

|
I
0

a
|
I
1

0 —

I I
2 4

m|—s——_§“



Progressions geometriques ambh 0 < r < 1

Que la ra6 sigui un nombre comprés entre 0 i 1 vol dir que en formar la progres-
si6 cada terme és més petit que I’anterior si a, > 0. La progressio és decreixent.

1 11 1 . )
Per exemple: 2, 1, 248 16 és decreixent,a, = 2ir = 5
P T o
| | ! ! | T
o 1 1 1 1 2
8 4 2

Progressions geometriques amb r < 0

En multiplicar cada terme pel nombre negatiu que és la rad, el signe dels termes

. . . 3. .
consecutius s’alternara si a, = 0. Per exemple, si r = —5 la, = 2, tenim:
9 27 8l
2, =3, 5, e
2 4> 8
a a a
| | | | | | L1 | | | | L
I I I [ I I g I I I I [ I
9 81
0 1 2 > 5

Sir =1, tots els termes de la progressid son iguals.

“= Terme gdeneral
Utilitzant la llei de formaci6 dels termes d’una progressid geomeétrica podem
obtenir I’expressio del terme general.

Considerem la progressié geometrica de termes: a,, a,, a;,..., a,... derad r. Per la
definici6 tenim:

N
o~
I
<
w
~
I
N
~
[S)
~
I
N
=N
w

(..

Es pot observar que 1I’exponent de » en cada cas és una unitat inferior al subindex
del terme que es considera.

En general, per a un terme que ocupi el lloc »,tenim:

. . 1
En I’exemple amb el qual hem comengat aquest apartat, tenim: a, = 2ir =

7
1 n—1
L’expressio del terme general en aquesta progressio geometrica és: a, = 2 (5) .

< (1Y 1
Eltermedesees.am—2(2) = 556 -

20



= Interpolacio geometrica

Donats els nombres 6 i 96 es volen interpolar tres termes de manera que els cinc
formin una progressioé geomeétrica.

Podem considerar a;, = 6 i a; = 96. Ens cal con¢ixer la ra¢ de la progressié per
determinar els tres termes intermedis. Escrivim I’expressio de a:

96
a;=a,r* =9 =6r"—=rt=—=16—r"=16

6

Tenim dues solucions de 1’equacio, » = 2 i = —2, que sén dos valors que verifi-
quen2* =161 (—2)* = 16.

Per a r = 2, els termes buscats s’obtenen multiplicant 6 per 2 successivament.
Son: 12, 24 1 48.

Els cinc termes de la progressio son: 6, 12, 24, 48 1 96.
Per a r = —2, els termes buscats son:
—12,241 —48

Els cinc termes de la progressio son: 6, —12, 24, —48 1 96.

“= Producte de » termes consecutius

[% El raonament és semblant al que
s’ha fet en les progressions arit-
metiques. El que alla era suma,
aqui és producte.

Considerem els sis termes de la progressio geometrica: 3, 6, 12, 24, 48 1 96.

Pots comprovar que el producte a, - a; = 3 - 96 = 288 ¢s el mateix que s’obté en
multiplicar dos termes equidistants del primer i el sis¢. Es a dir,

a, as=a; a, =288

El producte de dos termes equidistants d’altres dos €s igual al producte d’aquests
termes.

El producte de dos termes equidistants dels extrems és igual al producte d’aquests
extrems.

Si la progressio té un nombre imparell de termes, el producte dels extrems ¢€s
igual al quadrat del terme central.

Vegem com es pot calcular el producte de » termes consecutius P, utilitzant la
propietat que acabem de comprovar. Considerem una progressido geometrica de
termes positius i el seu producte:

P, =a a,..a, -a

n

Per la propietat commutativa de la multiplicacid aquesta expressid també es pot
escriure de la manera segiient:



Multipliquem membre a membre les dues igualtats anteriors tot agrupant els ter-
mes equidistants per mitja de la utilitzacio de la propietat associativa:

P,=a,-a,..a,_,.a,

P =a -a

n n n—1"

.a,.a

Pj =(a,a,) (ay-a,_))..(a,_ - a) (a, a)

Tots 1 cada un dels productes de cada parentesi son iguals i n’hi ha n. Aixo ens
permet escriure 1’expressio segiient:

pPl=(a,-a)' = P,=V(a,-a,)

El producte de n termes consecutius d’una progressio geometrica s’ obté fent
["arrel quadrada del producte de dos termes equidistants dels extrems elevat a n.
Els dos termes equidistants dels extrems poden ser el primer i ['ultim, tal com
apareix en [’expressio del producte.

exemple 7

El terme sis¢ d’una progressio geometrica de rad 3 & 1. Calcula ay.

Resolucio
Escrivim I’expressi6 del terme sise:
1)° 1 1
ag=a,r’—1= al(g) =a3s21=a35>a,= 3°

Ara I’expressio de ag és:
_ - s 1) 1V 1
a=ar—a=33) =\3) =9

Es podia obtenir directament a a partir de a, sense calcular préviament a,.

. 1\2 1
N’hi ha prou amb observar que ay, = a,r> = ay, = a,r> = 1 (3) =3

exemple 8

El producte de cinc termes d’una progressio geometrica de rad 5 €8 1. Escriu
els termes de la progressio.

Resolucié

Pel fet que es tracta d’una progressio de cinc termes, es verifica que a;, el terme
central, equidista de @, 1 a,1ique: a; = a, . a,. Escrivim I’expressié del producte:

P.=V(a,ra)' = 1=J(@})’—=1=JaY=a3;>a,=1

1)? 1
D’altra banda: a, = a,- (5) —~l=a - -g—oa =4

. . , 1
Multiplicant a, = 4 successivament per la rad -, s’obtenen tots els termes:

1 1
4,2,1,5,2

Observa que si consideres aquests nombres en ordre invers, estan en progres-

: . . . 1
si6 geometrica de rad 2, precisament 1’invers de 5
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18.

19.

20.

Una progressid geometrica té de ra6 3 i el primer
terme €s 5. Escriu I’expressio del terme general.
Calcula ay utilitzant I’expressi6 obtinguda.

El dese terme d’una progressié geometrica és
1000000 i la rad és 10. Calcula el primer terme.

Escriu les vuit primeres poténcies naturals de 2.
Formen una progressié geometrica? Comprova
que es verifica que: a, - a, = 512. Indica tots els
parells de termes que tenen aquest producte.
Expressa en forma de poténcia de 2 el producte
dels vuit termes.

2l.

22.

Considera les dues progressions:

a) a =2ir=4

Comprova, escrivint alguns termes consecutius,
que la progressio a és creixent i la b és decreixent.
Dona una explicacio d’aquest comportament.

Interpola tres nombres entre 3 i 768 de manera
que els cinc termes formin una progressio geo-
metrica.

3’% suma de termes duna progressio geometrica

Considerem els »n primers termes d’una progressio geométrica de rad r i volem
trobar una expressio que ens permeti calcular-ne la suma sense que calgui escriu-
re tots els sumands.

La suma de » termes la representem per S :

S,=a, ta,ta,+...+a,_,+a,

Multipliquem per r, la rao, els dos membres de la igualtat i obtenim:

r-S,=a,r+a,r+ayr+..+a, crta,r
Tenint en compte que a, - r = a,, a," ¥ = a,, etc., podem escriure:
r-S,=a,+ta,+...+a,_ +a,+ta,r

Calculem r- §, — S, restant els dos membres de les igualtats corresponents terme
a terme:

r-S,=a,tay+...+a, +ta,ta,r

n

—S,=—a,—a,—a;—...—a

r-S—8,=a,ta;+...+a, ta,ta, r—a,—a,—a;—...—a

r-S,—S,=a, r—a =S ,r—1)=a,r—a,
e a,r —a,
nr—1
Observa que en I’expressio obtinguda per la suma només intervenen el primer ter-

me, la rad i el nombre de termes #, ja que es pot substituir a, per la seva expressio
a,=a,.r""'itindriem:

n-1 _ n o__
_arr—a _ a,(r 1)
" r—1 r—1

S

Apliquem aquesta expressid per calcular la suma dels deu primers termes de la
progressio: 1, 3,9, 27...



Identifiquem: @, = 1,7 =31ia,,=1-3° = 19683

_ayr—a _ 19683:3 -1
S= " =1 =~ 31 =29524

Hem sumat deu termes d’una progressié geomeétrica creixent, ja que » = 3 > 1.

a,—a,r
., . . . n
L’expressio anterior de la suma es pot escriure també com: S, = — 1 —

I es pot utilitzar si la progressio és decreixent, ja que es verifica que: a, < a,.

Si en una progressié geometrica decreixent de termes positius es consideren molts
termes, aquests son cada cop més petits, de manera que arriba un moment en que
practicament son zero i no afecten la suma de tots els termes.

Sumar els infinits termes d’aquestes progressions decreixents s’aconsegueix quan
es considera a, = 0. Es la suma il-limitada.

Si expressem per S, aquesta suma, tenim:

T

Z 1—r

Observa que en aquesta expressio nomg¢s intervenen el primer terme i la ra6 de la
progressio.

exemple 9

Troba la fraccié generatriu del decimal periodic 0,16.

Resolucio

Trobar la fraccid generatriu d’un decimal periodic ja s’ha fet en el curs anterior.
Aqui us proposem fer-ho utilitzant la suma de les progressions geomeétriques
decreixents d’infinits termes.

El decimal periodic indica que 0,16 = 0,161616161616..., que es pot expres-
sar com una suma:

0,16 = 0,16 + 0,0016 + 0,000016 + 0,00000016 + ...

Com pots observar, tenim la suma de termes d’una progressié geometrica
decreixent de rad » = 0,01 i a, = 0,16. Podem aplicar I’expressio de la suma:

g__a __0l16 _016 _ 16
i~ 11—, 1-00I 099 99

1
La fraccié generatriu buscada €s % i podem establir:

— 16
0,16——9
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23.

24.

2.

Troba la suma dels sis primers termes d’una pro-
gressié geomeétrica que té a, = 31a, = 48.

El primer terme d’una progressio geomeétrica de-

. . . o]
creixent €s 81 1 la rad és EX Calcula la suma de
tots els termes.

En una progressié geometrica de ra6 3, a, = 243,
calcula la suma dels vuit primers termes.

26.

27.

Calcula la suma de les primeres 10 potencies
naturals de 2.

Dibuixa un quadrat de costat 1 dm i assenyala
els punts mitjans de cada costat. Si uneixes
aquests punts obtens un altre quadrat i, si ho fas
successivament, aniras obtenint quadrats cada
vegada més petits. Calcula I’area dels tres primers
quadrats. Formen les arees una progressio geome-
trica? Quina és la ra6? Quina és la suma de totes
les arees dels quadrats que es podrien considerar?

°°g Tendencia d'una successio

% Successio creixent:

a,<a,,,sia,, ,—a,>0per
a qualsevol n.
Successio decreixent:

an> an+1 Si an+1 - an<oper
a qualsevol n.

Generalment, en posar exemples de successions, s’escriuen els primers termes.
Anem a veure ara com es comporten les successions si escrivim termes avangats,
¢s a dir, termes que corresponen a valors de » prou grans.

Estudiem el comportament d’algunes successions:

. VI I T s —
a) En la successio 34 g 16 ¢lseuterme general és a, = 5.

1

Estem davant d’una successio de termes positius i decreixent. Cada terme ¢€s

inferior a I’anterior.

1
Calculem termes avangats, per exemple: a,, = oW = 0,000000953674...

Pots comprovar que per escriure a,,, caldria escriure 31 zeros abans de la pri-
mera xifra significativa dels decimals.

Podem dir que la tendéncia d’aquesta successio €s que els seus termes s’acos-
ten cada vegada més a 0.

., 3
b) En la successio 5

7 9

,3345§7'

2n + 1

.., el terme general és a, = 1

La successio és creixent. Cada terme és més gran que I’anterior.

Calculem termes avancats:

= % = 1,990099...
2001
o0 = % = 1,999000999...

Pots comprovar que el terme que ocupa el lloc un milié és 1,999999...

Podem dir que la tendéncia d’aquesta successio €s que els valors dels termes
avancats s’acosten cada vegada més a 2. Recorda que 1,9 = 2.



?\é Infinit es representa pel simbol .

¢) Enlasuccessio 10, 100, 1000..., el seu terme general és a, = 10"

La successid és creixent. Cada terme €és més gran que 1’anterior i els termes
cada vegada s6n més grans. Per exemple, a,,, = 10'®.

En aquesta successio no es veu que els valors dels termes es puguin acostar a
un valor numéric determinat. Podem dir que, cada vegada, els termes succes-
sius sén més grans.

Es diu que aquesta successio tendeix a infinit.

Les successions que tendeixen a un valor numeric s’anomenen convergents.
Les successions a i b sén convergents.

Les successions que tendeixen a infinit s’anomenen divergents.

La successio ¢ és divergent.

La tendéncia d’una successio s’anomena el limit de la successio.

. | .1
La successio de terme general a, = o té limit 0 i s’expressa per lim 57 = 0
., 2n+1
La successio de terme general a, = ] € limit 2 i s’expressa:
2n + 1
lim nt 1 2
De manera semblant podem escriure: lim 10” = oo,
28. Troba la tendéncia de cadascuna de les succes- 30. Enuna progressié geomeétrica decreixent de ter-
sions segiients tot calculant termes avangats: mes positius, quin és el limit de a,? Posa un
3 exemple per comprovar la teva resposta.
e PR
31, Esbrina si els limits seglients son correctes. Cor-
b) a,=5n—50 regeix els que no ho siguin:
3n+4 . I
2
2 : n_
n b) lim =1
d) a, n+8

29.

. 100+n
c) lim 3 =3

Escriu I’expressid del terme general d’una progres-

si6 geometrica de rad 2 i primer terme 10° Calcula

els termes a, 1 a,,. Pots donar la tendencia de la

progressid?

d) lim 7= eo

.
e) lim o
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Una successio que té per Limit 7t

Considerem un cercle de radi 1 dm. L’area del cercle és 4 = wr? = © dm?.

En la circumferencia de radi 1 dm inscrivim poligons regulars tal com pots veure
en la figura. Quan augmentem el nombre de costats, les arees dels successius poli-
gons formen una successio creixent i tendeixen a ocupar tot el cercle. Verifiquem,
amb alguns calculs, que els termes de la successio de les arees tenen tendéncia a
apropar-se a T.

Representem per 4, I’area del poligon regular de » costats.

El quadrat inscrit en la circumferéncia de radi 1 dm té 2 dm de diagonal, ja que
aquesta diagonal n’és un diametre. El costat del quadrat mesura /2 dm, i I’area,
A,=2dm’

Amb calculs trigonometrics senzills es pot calcular ’area de qualsevol poligon
regular si tenim en compte que aquest poligon es pot descompondre en triangles
isosceles, en els quals els dos costats iguals son radis de la circumferéncia, en
aquest cas » = 1 dm.

S’obtenen els valors segiients aproximats a les mil-lésimes:

Hexagon: 4, = 2,598 dm*

Octagon: 4, = 2,828 dm?

Dodecagon: 4,, = 3 dm?

Poligon regular de 20 costats: 4,, = 3,092 dm”

Poligon regular de 48 costats: 4,, = 3,113 dm?

Poligon regular de 96 costats: 4,, = 3,140 dm”
Els nombres 2; 2,598; 2,828; 3; 3,092; 3,113 i 3,140 son termes d’una successio
creixent de la qual no podem escriure una expressio del terme general, pero si que

en podem calcular qualsevol terme. Aquesta successio té com a limit 1’area del
cercle, exactament el nombre 7.

Aquest metode exhaustiu del calcul de I’area del cercle calculant arees de poli-
gons amb un nombre cada cop més gran de costats el va utilitzar Arquimedes
(287-212 aC), que va donar I’aproximacid de I’area del poligon de 96 costats i

va establir que el valor de & es podia aproximar per 3 + =7 que, expressat en
decimals, s aproximadament 3,14084507.

Aquesta aproximacio €s un nombre racional, pero 7 €s un nombre irracional.
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1. Contesta de manera raonada si sén certes o falses 8. Observa aquesta successio, en la qual falta un ter-
les afirmacions segiients: me:
. ) 1 5 6 11 28

a) La difereéncia de dos nombres naturals és sempre

un nombre natural. Troba la llei de formacié i escriu el terme que falta.
b) La diferéncia entre un terme d’una progressio ‘ ‘ . .

aritmética i I’anterior és constant en tota la pro- 9. Una progressio geometrica de rad 5 i de primer ter-

ressio. 1 . . : :
& me 5, & creixent o decreixent? Escriu els primers

o L
c¢) La successi6 de terme general a, = 7 ¢suna termes per comprovar-ho.
progressio geometrica.
-5 ., 10 ., . _ .
d) El nombre —g pertany a la successio de terme . En una progressiéo geometrica, a,, = 64 1r = 2.
Calculaa,ia,,.
n— 15
generala, = P
11. Considera 1a successié 1, 4, 7, 10,... Es una pro-
2. Escriul expressio del terme general de la successio =TI De quin ju’pus. Esbrina si 720 és un terme
dels nombres imparells. d’aquesta successio.
. . .. 12 ., o oL
J. Escriu tres termes més que segueixin als de cadas- . En una progressio geométrica la rad és 3
cuna de les successions segiients: Y . . e
La progressio és decreixent i la suma dels infinits
a) —5,—4,-2,1,5, 10, 16... termes €s 1. Quin és el primer terme?

b) 1,8,27,64,125... 13. Una successié ¢ de terme general a, = %

c) %, %, % , % , % Escriu els cinc primers termes de la successio.
Formen progressio d’algun tipus? Identifica quina
d) 0, 10, 21, 33, 46, 60... PIOZICSSIO €8.

) =2, =6, 18, =54, ~162... 14. Escriu la fraccié generatriu de 2, 16. Pots fer-ho uti-

litzant 1’expressio de la suma d’una progressio geo-
4, Explica la llei de formaci6 de cadascuna de les suc- metrica decreixent. Identifica en primer lloc la
cessions anteriors. Déna 1’expressio del terme progressio.
general de les successions b) i ¢).

7 o o 15. Considera un quadrat de costat 1 dm. Dibuixa el

« En una progressio aritmetica, a5 = 141 la d1ferenc'1’a quadrat que s’obté en unir els punts mitjans del qua-

¢s 6. Escriu els deu primers termes de la progressio. drat anterior. Si el procés es repeteix successiva-
ment, quina és la suma dels perimetres de tots els

El primer terme d’una progressio aritmetica és 5 i la quadrats?

diferencia és —5. Calcula el terme sise.

16. Escriu els termes a s00 1 @990 d’una successio de ter-
Troba un procediment per calcular la suma dels 100

. s me general a, = —. Pots establir-ne la tendéncia
imers multiples de 5. "oon

2l7




1. Contesta de manera raonada si son certes o falses
les afirmacions segiients:

a) La divisio entre dos nombres naturals és sempre
un nombre natural.

b) 28 és un terme de la successio 2, 4, 6, 8...

¢) La successid anterior és una progressié geome-
trica.

d) Una progressio aritmetica de diferéncia 2 és
creixent.

e) L’expressio del terme general de la successio de
I’apartat b és: a, = 2n + 1.

2. Escriu els termes primer i des¢ de cadascuna de les
successions segiients:

5+n
a) a,=

n

on* + 1
b) a,= "3
c)a,=—3n+12

n — 100
d)a,= n+1

3. Considera la successi6 dels multiples de 4. Quin és
el primer terme? Formen una progressio? De quin
tipus? Escriu I’expressio del terme general.

4, Considera la progressio aritmetica que té de terme
general a, = 3n — 6. Escriu els vuit primers termes
i digues quina és la diferéncia de la progressio.

9. Els cubs dels nombres naturals formen una suc-
cessio. Escriu els cubs dels sis primers nom-
bres naturals i 1’expressié del terme general de la
successio.

6. Esbrina la llei de formacié de la successio i escriu el
nombre que falta:

1.

10.

11,
12.

13.

14.

Entre les successions segiients, digues quines son
progressions aritmetiques i indica el valor de la
seva diferéncia:

a) —3,0,3,6,9...
b) 1,0, -1, -2, —3...
o 1,-1,1,-1,1,—1...

d) 6,8,10,12...
13 5 7
e) 22759

D’una progressio aritmética es coneixen a, = 8 i
d = 3. Escriu els cinc primers termes de la successio.

La successio dels nombres parells és una progres-
si6. De quin tipus? Calcula la suma dels cent pri-
mers nombres parells.

En cadascuna de les dues voreres d’un passeig es
planten arbres de manera que la distancia entre dos
arbres sigui 15 m. Quants arbres caldra plantar si el
passeig t¢ una longitud de 690 m?

Troba els termes d’una progressio aritmetica de
diferencia 2, darrer terme 6 i1 que sumin 10.

El sou mitja actual en una fabrica és de 1500 € i
cada any s’apuja el 2 % respecte de I’any anterior.
Quin sera el sou d’aqui a 10 anys?

. ., 1 z
Esbrina si la successio 1, 3579 » 7 €S unapro-
gressio geometrica.

Quina és la ra6? Calcula la suma dels 10 primers
termes.

Troba termes avancats i dona la tendéncia de cadas-
cuna de les successions que tenen els termes gene-
rals segiients:

a) a,=n*—50
by a,=n’>—10n
c) an=£+8
n
n + 100
dya,= =317
3n—5

n+4
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1. Per numerar les 500 pagines d’un llibre cal escriure
forga xifres. Troba un procediment raonat per cal-
cular quantes xifres caldra escriure.

2. Calcula la suma dels multiples d’11 de quatre xifres.

J. Enuna progressio aritmetica, el terme que ocupa el
lloc 15 val 37 i el terme de lloc 24 val 49. Troba
I’expressio del terme general de la progressio.

4. Enuna progressio geometrica el primer terme és 11 la
rad 3. Troba el terme nove i la suma dels 25 primers
termes. Expressa els resultats d’una manera exacta.

9. Considera les progressions geometriques segiients:

2 3 27
a) et Bt Bt BLA L

37278
b) 0,1;0,01; 0,001, ...
¢) 1,2,4,8, 16, ...
) 2 L

777 35

11 1

276 18

Troba la ra¢ de cada progressio, I’expressio del ter-
me general i la suma quan sigui possible. Explica
per que en algun cas no se’n pot calcular la suma.

6. Calcula el valor de n perque es verifiqui:

1+2+22+25+ ... +2"=4095.

1. Troba a perque les expressions a; 6a — 1;2a + 2...
siguin els primers termes d’una progressio aritmeti-
ca i comprova que el vuite terme €s 9.

8. El Papirus Rhind és un llibre egipci molt antic en el
qual es pot llegir I’enunciat del problema segiient:
«Es reparteixen 100 pans entre cinc homes de
manera que el primer rep tant menys que el segon
com aquest del tercer, i com el tercer del quart i
el quart del cinquée. Quina és la diferéncia de
porci6o? Quants pans rep el tercer home?» Resol el
problema.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

Troba quants multiples de 17 tenen quatre xifres.
Quin ¢és el més gran? I el més petit?

Calcula’n la suma de tots.

La suma dels termes d’una progressié geometrica

il-limitada decreixent és 2 i la rad, =. Calcula el pri-
mer terme.

Calcula el producte de les deu primeres poténcies
de 2.

Troba la suma de les arees de tots els triangles
equilaters que es poden considerar a partir d’un de
costat 1 dm i sabent que els successius son els que
determinen els punts mitjans dels costats del trian-
gle anterior.

Considera les successions segiients donades per
I’expressi6 del terme general. Troba, en cada cas, el
limit de la successid. Considera el comportament de
termes avancats.
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Es llanca verticalment enlaire una pilota, que en
caure a terra va rebotant i cada vegada que rebota
nomgs arriba als tres quarts de ’altura del bot ante-
rior. Calcula la longitud total del recorregut de la
pilota si sabem que en el primer llangament va arri-
bar als 8 m d’altura.

El seté nombre triangular és:
1+2+3+4+5+6+7=28

Troba una expressio, en funcio de », que et permeti
calcular I’enésim nombre triangular i, per tant,
qualsevol altre.
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